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Lời nói đầu 



Chương 1 


1.1 Một số phương pháp sáng tác và giải các bài toán về 
phương trình, hệ phương trình 

Như chúng ta đã biết phương trình, hệ phương trình có rất nhiều dạng và phương pháp 
giải khác nhau. Người giáo viên ngoài nắm được các dạng phương trình và cách giải 
chúng để hướng dẫn học sinh Cần phải biết xây dựng lên các đề toán để làm tài liệu 
cho việc giảng dạy. Bài viết này đưa ra một số phương pháp sáng tác, qưy trình xây 
dựng nên các phương trình, hệ phương trình. Qưa các phương pháp sáng tác này ta 
cũng rút ra được các phương pháp giải cho các dạng phương trình, hệ phương trình 
tương ứng. Các qưy trình xây dựng đề toán được trình bày thông qưa những ví dụ, 
các bài toán được đặt ngay sau các ví dụ đó. Đa số các bài toán được xây dựng đền 
có lời giải hoặc hướng dẫn. Quan trọng hơn nữa là một số lưu ý sau lời giải sẽ giúp ta 
giải thích được "vì sao lại nghĩ ra lời giải này". 

1.1.1 Xây dựng một số phương trình được giải bằng cách đưa về hệ phương 
trình. 

Ví dụ 1. Xét hệ đối xứng loại hai 

{ X yZ 2 2-lỉ ^ = 2-3(2-3ựư 

Ta có bài toán sau 

Bài toán 1 (THTT, số 250, tháng 04/1998). Giải phương trình 

x + 3(2-3x 2 ) 2 = 2. 

Giải. Đặt y = 2 — 3x 2 . Ta có hệ 

Ị X + 3y 2 = 2 í X = 2 - 3y 2 (1) 

\y = 2-3x 2 ^ \ y = 2 - 3x 2 (2) 
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CHƯƠNG 1. 


Lấy (1) trừ (2) ta được 


X — y — 3(ar — y ) 


X — y = 0 

3 (x + y) = 1 




y — X 

1 - 3x 

y = ~ õ— ' 


Với y — X, thay vào (1) ta được 


3x + X — 2 = 0 X e ị —1, - } . 

ó 


_3 X 

• Với y = ———— , thay vào (2) ta được 


1 - 3x 


— 2 — 3x 2 9x 2 — 3x — 5 = 0 o X = 


1 ± V2Ĩ 

6 ' 


Phương trình đã cho có bốn nghiệm 

2 1 - y/2Ĩ 1 + V2Ĩ 

ry* - - I ryt - - /~Ỵ* - - /Ỵ> - - 

<X/ - . <Ẩ/ - . <Ẩ/ - . tẮ/ - „ • 

’ 3’ 6 6 

Lưu ý. Từ lời giải trên ta thấy rằng nến khai triển (2 — 3x 2 ) 2 thì sẽ đưa phương trình 
đã cho về phương trình đa thức bậc bốn, sau đó biến đổi thành 

(x + l)(3z - 2)(9x 2 - 3x - 5) = 0. 

Vậy nến khi xây dựng bài toán, ta cố ý làm cho phương trình không có nghiệm hữu 
tỉ thì phương pháp khai triển đưa về phương trình bậc cao, sau đó phân tích đưa về 
phương trình tích sẽ gặp nhiều khó khăn. 

Ví dụ 2. Xét một phương trình bậc hai có cả hai nghiệm là số vô tỉ 

5x 2 — 2x — 1=0<^>2x = 5x 2 — 1 . 


Do đó ta xét 


Ị 2y = 5x 2 — 1 
ị 2x = 5y 2 -l 


^2x = 5 



1 


Ta có bài toán sau 

Bài toán 2. Giải phương trình 8x — 5 (5x 2 — l) 2 = —8. 


Giải. Đặt 2 y — 5x 2 — 1. Khi đó 


Ị 2y = 5x 2 - 1 ( 2y = 5x 2 -1 (1) 

\8x- 5 Ay 2 = -8 ^ { 2x = 5y 2 - 1. (2) 
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CHƯƠNG 1. 


Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 
2 (y — x) — 5(x 2 — y 2 ) 

• Với y — X, thay vào (1) ta được 


y — X = 0 

2 = —5(x + ỳ) 




y = x 


y = 


5x + 2 


5x 2 — 2x — 1 = 0 o X = 


1± Vẽ 


5x + 2 

• Với y — -—-—, thay vào (1) ta được 


lCte + 4 
5 


= 5ar — 1 25ar + lCte -1 = 0<Í^X = 


—5 ± a/5Õ 
25 ■ 


Phương trình đã cho có bốn nghiệm 


l±Vẽ -l±y/2 
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Ví dụ 3. Xét một phương trình bậc ba 

Vã 


Ax 3 — 3x — — -X- ^ 8x 3 — 6x — — V3 o 6x = 8x 3 — V3 


Do đó ta xét 


6y = 8x 3 ~V3 s 0 8x 3 - Vã' 

Z = 8y 3 -V3 ^ 6x = 8 


Vã 


1296x + 216 Vã = 8 (8x 3 - Vã)' 
162x + 27V3 = (8x 3 - Vã) 3 . 


Ta có bài toán sau 

Bài toán 3. Giải phương trình 162x + 27 V3 = (8x 3 — V3) 3 . 

Giải. Đặt 6 y — 8x 3 — V3. Ta có hệ 

Ị 6y = 8x 3 - V3 Ị 6y = 8x 3 - V3 (1) 

\ 162x + 27V3 = 216 y 3 \ 6x = 8y 3 - Vã (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

6 (y — x) — 8(x 3 — y 3 ) (x — y) [8 ( X 2 + xy + y 2 ) +6] = 0. 


(3) 


WWW.MATHVN.COM 
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CHƯƠNG 1. 


Vì X 2 + xy + y 2 > 0 nên 8 ( X 2 + xy + y 2 ) + 6 > 0. Do đó từ (3) ta được X = y. Thay 
vào (1) ta được 


q /— q 3 q h 7F 

6a: = 8x — V3 4ar — 3x = — <=> Ax — 3x = cos -2- 

2 6 

n , , . . . q a a , 

Sử dụng công thức cosa = 4cos — — 3cos —, ta có 

o o 

Õ7T q Õ7T Õ7T 

cos — = 4 cos — — 3 cos —, 

6 18 18 ’ 


(4) 


cos 


17vr „ 3 17vr 

— = 4cos w 


_ ^ _ 3 cos 

6 

_ 7vr 3 7vr 77T 

cos — = 4 cos — — 3 cos — 
6 18 18 


17tt 


18 ’ 


Õ7T 177T 

Vậy X — cosTT, X — cos^-Dl, X — cos -44 là tất cả các nghiệm của phương trình (4) 
18 18 18 

và cũng là tất cả các nghiệm của phương trình đã cho. 

Lưu ý. Phép đặt 6 y — 8x 3 — \/3 được tìm ra như saư : Ta đặt ay+b— 8x 3 — \/3 (với 
a, b sẽ tìm sau). Khi đó từ PT đã cho có hệ 

ay + b = 8x 3 — y/3 

162x + 27V3 = a 3 y 3 + 3 a 2 by 2 + 3 ab 2 y + b 3 . 


cần chọn a và b sao cho 


a 8 b + V3 

162 = a 3 = Tl\[3 - b 3 
3 a 2 b — 3 ab 2 — 0 

Vậy ta có phép đặt 6 y — 8x 3 — \/3. 


6 = 0 
a — 6. 


Ví dụ 4. Ta sẽ xây dựng một phương trình vô tỉ có ít nhất một nghiệm theo ý muốn. 
Xét X — 3. Khi đó 

2x — 5 = 1 (2x — 5) 3 = 1 do = =3 X — 2. 

Ta mong muốn có một phương trình chứa (ax + b) 3 và chứa \Jcx + d, hơn nữa phương 
trình này được giải bằng cách đưa về hệ "gần" đối xứng loại hai (nghĩa là khi trừ theo 
vế hai phương trình của hệ ta có thừa số (x — y)). Vậy ta xét hệ 

ị (2y - 5) 3 = X - 2 
\ (2x - 5) 3 = -x + 2y-2. 

Nếu có phép đặt 2y — 5 = ựx — 2, thì sau khi thay vào phương trình 


(2x — 5) 3 = —X + 2y — 2 
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CHƯƠNG 1. 


ta được 

8x 3 - 60x 2 + 15Cte - 125 = -X + ựx^2 + 5-2. 
Ta có bài toán sau 
Bài toán 4. Giải phương trình 

ự^2 = &r 3 - 60x 2 + 151x - 128. 


Giải. 

Cách 1. Tập xác định R. Phương trình viết lại 

tyx^2 = (2x - 5) 3 + X - 3. (1) 


Đặt 2y — 5 = ựx — 2. Kết hợp với (1) ta có hệ 


(2 y - 5) 3 = X - 2 (2) 

(2x - 5) 3 = -x + 2y-2 (3) 

Lấy (3) trừ (2) theo vế ta được 

2 (x-y) [(2x - 5) 2 + (2x - 5) (2 y - 5) + (2 y - 5) 2 ] = 2 (y - x) 




X — y = 0 


(4) 


(2x - 5) 2 + (2x - 5) (22/ - 5) + (2y - 5) 2 + 1 = 0. (5) 


• Ta có (4) <+> y — X. Thay vào (2) ta được 

(2x - 5) 3 = X - 2 4» 8x 3 - 60x 2 + U9x - 123 = 0 
+> (x — 3)(8x 2 — 36x + 41) = 0 +> X = 3. 

( B\2 3B 2 

A + — j H—— > 0 nên (5) không thể xảy ra. 

Phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

Do phương trình có nghiêm duy nhất X — 3 nên ta nghĩ đến phương pháp sử dụng tính 
đơn điệu của hàm số như sau 

Cách 2. Tập xác định R. Đặt y — yfx — 2. Ta có hệ 

Ị 8x 3 - 60x 2 + 151x - 128 = y 
Ị X — y 3 + 2 

Cộng vế theo vế hai phương trình của hệ ta được 


8x 3 — 60x 2 + 152a; — 128 = y 3 + y + 2 
c$8x 3 — 6Cte 2 + 150a: — 125 + 2x — 5 = y 3 + y 
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CHƯƠNG 1. 


c$(2x - 5) 3 + (2x -5 ) = y 3 + y. (*) 

Xét hàm số f(t ) = í 3 + t. Vì f'(t) = 3t 2 + 1 > 0, Ví G R nên hàm / đồng biến trên R. 
Do đó (*) viết lại 

f(2x - 5) = f(y) ^2x-5 = y. 


Bởi vậy 


(2x - 5) = ựĩ=2 (2x - 5 ) 3 = X - 2 
<t» 8 a ; 3 — 6 Cte 2 + 149x — 123 = 0 

— 3)(8x 2 — 36x + 41) = 0 <=> X = 3. 

Phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

Ví dụ 5. Xét một phương trình bậc ba nào đó, chẳng hạn xét 4x 3 + 3x = 2. Phương 
trình này tương đương 

8x 3 + 6x = 4 <^> 8x 3 = 4 — 6x <=> 2x = V4 — Qx. 

Ta "lồng ghép " phương trình cuối vào một hàm đơn điệu như sau 

(2x 3 ) + 2x = V4 — 6x + 4 — 6x 8a; 3 + 8 x — 4 = V4 — 6x. 


Ta được bài toán sau 

Bài toán 5. Giải phương trình 

8x 3 + 8x — 4 = \J4 — 6x. 


Giải. Tập xác định của phương trình là R. 

Cách 1. Phương trình đã cho tương đương 

(2x) 3 + 2x = V 4 — 6x + 4 — 6x. (1) 

Xét hàm số f(t ) = í 3 + í, Ví G R. Vì f'(t ) = 3í 2 + 1 > 0, Ví G R nên hàm số f(t) đồng 
biến trên R. Mà PT (1) viết lại / (vG — 62 ;) = /( 2x) nên nó tương đương 

V 4 — 6x = 2x <=> 8x 3 + 6x = 4 <=> 4x 3 + 3x = 2. (2) 

Vì hàm số g(x) — 4x 3 + 3x có g'(x) — 12x 2 + 3 > 0, \/x G R nên PT (2) có không qưá 
một nghiệm. Xét 

2 = ị (a 3 - (a 3 ) 2 - 4a 3 - 1 a 3 = 2 ± VE. 

2 \ cr / 
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CHƯƠNG 1. 


Do 


đó, nếu đặt a — \/2 + v^5 thì 2 = - ( a 3 -- ). Ta có 

2 \ cr J 


2 V Oí 3 ) L 2 V «yj L 2 V «/J 

Vậy X — ^ ịa — — ^ = 2 ( \/2 + Ã/5 + \/2 — \/5 j là nghiệm duy nhất của PT (2) và 

cũng là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 

Cách 2. Phương trình viết lại 


(2x) 3 — V-6x + 4 — 8x + 4. 

Đặt 2 y — \/ị— 6x. Ta có hệ 

r 8y 3 = 4 — 6x Ị 8y 3 — —6x + 4 (a) 

Ị 8x 3 + 8x — 4 = 2y ^ \ 8x 3 — 2y + 4 — 8x. ( b ) 

Lấy PT (fe) trừ PT (a) theo vế ta được 

8(x 3 — y 3 ) — 2(y — x) <=> (x — y) [4(x 2 + xy + y 2 ) + 1] = 0 <í=> y = X. 


Thay y — X vào (a) ta được 

8x 3 — —6x + 4<^> 4x 3 + 3x = 2. 


Đến đây làm giống cách 1. 

Bài toán 6 (Chọn đội tuyển tp Hồ Chí Minh dự thi quốc gia năm học 
2002-2003). Giải phương trình 

\/3x-5 = 8x 3 - 36x 2 + 53x - 25. 


Giải. Tập xác định M. Phương trình viết lại 

\/3x — h = (: 2x -3f -X+ 2. ( 1 ) 

Đặt 2y — 3 = \S3x — 5. Kết hợp với (1) ta có hệ 

Ị ( 2 y -3) 3 = 3x-5 ( 2 ) 

\ (2x - 3 ) 3 = X + 2y - 5 (3) 

Lấy (3) trừ (2) theo vế ta được 

2(x-y) ụ2x - 3) 2 + (2x - 3) (2 y - 3 ) + ( 2 y - 3) 2 ] = 2 (y - x) 
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CHƯƠNG 1. 




X — y = 0 


( 4 ) 


(2x - 3) 2 + (2x - 3) (2 y - 3) + (2 y - 3) 2 + 1 = 0. (5) 
Ta có (4 ) y = X. Thay vào (2) ta được 

(2x - 3) 3 = 3x - 5 4» 8x 3 - 36x 2 + 54x - 27 = 3x - 5 

X — 2 

5 ± \/3 


<=>■ (x — 2)(8ar — 2ữx + 11) = 0 


X — 


Do A 2 + AB + B 2 = [ A + Ẹ ) + 


3 B 2 


> 0 nên (5) không thể xảy ra. 


Phương trình có ba nghiệm X = 2, X — 


5 ± y/% 


Bài toán 7 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2006). Giải phương trình 

\/6x + 1 — 8x 3 — 4x — 1. 

Giải. Tập xác định của phương trình là M. Đặt \^6x + 1 = 2 y. Ta có hệ 

8x 3 = 4x + 2y + 1 ( 1 ) 

% 3 = 6x + 1. (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

8(a: 3 — y 3 ) — 2(y — x) (x — y) [4(x 2 + X?/ + y 2 ) + 1] = 0 y = X. 
Thay y — X vào (2) ta được 


8x 3 — 4x — 1 = 2y 
()./• - 1 8 y 3 


8x 3 — 6x = 1 o 4x 3 — 3x — 

JỊ o; q; 

Sử dụng công thức cosa = 4cos — — 3cos —, ta có 

7r 3 7T 7Ĩ 

cos — = 4 cos — — 3 cos 


7T 


cos ■ 
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9’ 


Õ7T 7 7T ✓ ? x ! 9 v v 

Vậy X = cos X — cos — , X — cos — là tât ca các nghiệm của phương trình (3) và 
9 9 9 

cũng là tất cả các nghiệm của phương trình đã cho. 

Lưu ý. Ta còn có thể giải cách khác như sau : Phương trình viết lại 


3 

7tt ,77r 7 tt 

cos — = 4 cos —-3 cos —, 

3 9 9 ’ 

Õ7T , Õ7T Õ7T 

cos — = 4 cos —-3 cos —. 

3 9 9 

7ĩĩ 


(3) 


6x + 1 + \/6x + 1 = ( 2x ) 3 + 2x. 


(3) 
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CHƯƠNG 1. 


Xét hàm số f(t ) = í 3 + í, Ví e M. Vì f'(t) = 3t 2 + 1 > 0, Ví G R nên hàm số f(t) đồng 
biến trên M. Mà PT (2) viết lại / (\/6a; + l) = /( 2x) nên nó tương đương 


Ầ/6ÕT+T = 2x 8x 3 — 6x = 1 +> 4x 3 — 3x = 


1.1.2 Sử dụng công thức lượng giác để sáng tác các phương trình đa thức 
bậc cao. 

Ví dụ 6. Từ công thức 

cos 6o — 32 cos 6 0 — 48 cos 4 0 + 18 cos 2 0 — 1, 
lấy cos o = X ta được 

cos 6o = 32a; 6 — 48x 4 + 18x 2 — 1. 


Chọn a — ta được 

ó 


32x 6 - 48x 4 + 18x 2 - 1 = ị. 


Ta có bài toán sau 

Bài toán 8 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 


64x e - 96x 4 + 36x 2 -3 = 0. 


Giải. Ta có 

cos 6a = 2 cos 2 3o — 1 = 2 (4 cos 3 0 — 3 cos a) 2 — 1 

= 32 cos 6 0 — 48 cos 4 0 + 18 cos 2 0 — 1. (1) 

Phương trình đã cho tương đương 

32x 6 — 48x 4 + 18x 2 — 1 = i +> 32x & — 48x 4 + 18a: 2 — 1 = cos (2) 

2 3 

Từ công thức (1) suy ra (2) có 6 nghiệm là 

x = COS (36 + ~6~) ’ k = °’ - 1, 2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 - 

Ví dụ 7. Từ công thức 

cos 5o = 16 cos 5 o — 20 cos 3 0 + 5 cos o, 
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CHƯƠNG 1. 


Dặt coso = — ta được 

273 

167 207 hx X 5 57 5x 

cos 0 (ỵ = ———-= — ——-= + ——-= — ———■= — ——■= + ——■= 

28873 2473 273 1873 673 273 

X 5 — 157 + 45x 
" 1873 ' 

TT 

Chọn 5o = — ta được 
6 

73 7-157+4ÕX 5 3 

-7 =- - 7 = -<s>r- 157 + 45x — 27 = 0. 

2 1873 

Ta có bài toán sau 

Bài toán 9. Giải phương trình X 5 — 157 + 45a: — 27 = 0. 

Giải. Tập xác định M. Đặt X — 273 1, thay vào phương trình đã cho ta được 

28873í 5 - 360737 + 9073í - 27 = 0 

4» 2 (16Í 5 - 20í 3 + 5í) = 73 4» 16í 5 - 20t 3 + 5í = cos Ị. (1) 

6 

Mặt khác ta có 

cos 5o + cos 0 = 2 cos 3o cos 2o 
44- cos 5o = 2 (4 cos 3 0 — 3 cos o) (2 cos 2 o — 1) — cos o 
•v^> cos 5o = 2 (8 cos 5 o — 10 cos 3 0 + 3 cos o) — cos o 

cos 5o = 16 cos 5 o — 20 cos 3 0 + 5 cos o. (2) 

Từ công thức (2) suy ra (1) có 5 nghiệm là 

t = cos ,k = 0,1, 2, 3,4. 

Phương trình đã cho có 5 nghiệm là 

X = 273 cos ^ , k = 0,1, 2, 3,4. 

Lrtu ý. Trong lời giải trên, phép đặt X — 273 1 được tìm ra như sau : Do công thức 

cos 5o = 16 cos 5 o — 20 cos 3 0 + 5 cos o, 
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CHƯƠNG 1. 


nên ta đặt X — at, với a sẽ tìm sau. Thay X — at vào phương trình đã cho ta được 

a 5 t 5 - 15a 3 í 3 + 45at - 27 = 0. 

Ta tìm a thoả mãn điều kiện 

a 5 —15 a 3 45 a a 4 3a 2 /- 

—— = ——— = —— =>■ — = —— = 9 a — ±2v3. 

16 -20 5 16 4 

Vậy ta có phép đặt X = 2 y/3t. 

Ví dụ 8. Từ công thức 

sin 5 a — 16 sin 5 a — 20 sin 3 a + 5 sin a, 

lấy sin a = 2X ta được 

sinõo; = 512x 5 — 160a; 3 + lOx. 

Chọn 5o = —, ta có 

ó 

-/3 

= 512x 5 - 160x 3 + 10.X' 4» 1024x 5 - 320x 3 + 20a; - = 0. 

Ta được bài toán sau 

Bài toán 10. Giải phương trình 

1024x 5 - 320x 3 + 20x-V3 = 0. 

Giải. Đặt X — —, thay vào phương trình đã cho ta được 

32í 5 - 40í + 10 = ^ 16í 5 - 20í 3 + 5t = sin Ị. 

3 


( 1 ) 


Ta có 


sin 5a + sin a = 2 sin 3« cos 2 a 
+> sin 5o = 2 (3 sin a — 4 sin 3 <ỵ) (l — 2 sin 2 a) — sin a 
<í=> sin 5o = 2 (8 sin 5 a — 10 sin 3 a + 3 sin a) — sin a 
<=> sin 5o = 16 sin 5 a — 20 sin 3 0 + 5 sin a. (2) 

Từ công thức (2) suy ra (1) có 5 nghiệm là 

t = + ,k = 0,1,2,3,4. 

V3.5 5 / 

Phương trình đã cho có 5 nghiệm là 

1 . / 7T k2n\ 

x =2 s n ( 15 + 5 ) ’ k = °’ 2 ’ 3 ’ 4 - 
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CHƯƠNG 1. 


1.1.3 Sử dụng các đồng nhất thức đại số có xuất sứ từ các hàm lượng giác 
hypebôlic đế sáng tác các phương trình đa thức bậc cao. 


Sử dụng các đồng nhất thức đại số có xuất sứ từ các hàm lượng giác hypebôlic ta có 
thể sáng tác được một số phương trình đa thức bậc cao có cách giải đặc thù. 

Ví dụ 9 . Xét đồng nhất thức 

^ ^a 5 —^ = 2 ( 4 m 3 + 3 m) (l + 2 m 2 ) — m — 16 m 5 + 20 m 3 + 5 m, 

lí 1\ X ,, . (/ 

trong đó m — — a -. Dặt m — - —7=, khi đó 

2 V a J 2V2 

1 / 5 1 \ 16 x 5 2 Cte 3 5 x x b lCte 3 2 Cte 

2 V ã?) = 128y / 2 + ĨÕỰ2 + 2Ự2 = 8^2 + 8Ự2 + 8^2' 

1 / 1 \ 9 

Lấy 7- ( a 5 —^ = —7=, ta được bài toán sau 

2 V a 5 J 4 a /2 

Bài toán 11 . Giải phương trình 

X 5 + 10 x 3 + 20 x — 18 = 0 . 


Giải. Ta thấy rằng 


/- / 1 \ /— 9 /- X ± \JX 2 + 8 

X — v2 ( a — — 1 -v4> v2 a 2 — xa — v2 = 0 -v4> a = - 7 — 7 = -• 

aj 2 V 2 


Do đó ta có quyền đặt X = \[2 (a -ì. Khi đó 

V aj 


X 5 — 4V2 ía 5 — 5 a 3 + lOa - f 

lOx 3 = 20V2 (a 3 -3a + -^\ 


a a 3 a 5 


1 UX — ya — oa 

20x = 20V2 . 


a a J 


Thay vào phương trình đã cho ta được 


4V2 Ịa 5 - - 18 = 0 ^ 4V / 2(a 5 ) 2 - 


18a 5 - 4V2 = 0 
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CHƯƠNG 1. 


Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất 

X = \Í2 


a 5 = 


a 5 = 


9 + VĨŨ 
4Ụ2 

9 - vTĨ3 _ 4 V 2 


4^2 9 + a/ĨĨ3 


9 + \/ĨĨ3 J 4 V 2 


4 V 2 V 9 + vTÍ3 / ' 


Lưu ý. Trong lời 
thức 


ời giải trên, phép đặt X — \/2 (a -] được tìm ra như sau : Do công 

V aj 


^a 5 —= 2 (4m 3 + 3m) (1 + 2 m 2 ) — m — 16m 5 + 20m 3 + 5 m, 


trong đó m — 2- Ị a — — ). nên ta đặt X — pm , với p sẽ tìm san. Thay X — pm vào 


phương trình đã cho ta được 

p 5 m 5 + 10 p 3 m 3 + 20 pm — 18 = 0. 

Ta tìm p thoả mãn điền kiện 

{ 10 _ 20 

£>0 ^ =>• p 2 = 8 p = 2 V 2 . 

/ = 16 

Vậy ta có phép đặt X — \Í2 (a -). 

V a J 

Ví dụ 10. Từ đồng nhất thức 

i ^ữ 5 + = —m + 2(4m 3 — 3m)(2m 2 — 1) = 16m 5 — 20m 3 + 5 m, 


trong đó m = 2- ( a, + — ). Lấy m — X ta được 


CƯ + -L = 16ar — 20ar + 5x. 

n 5 


Lấy 77 ( ư 5 + -T ) = — 7 ta được phương trình 


16x 5 — 20x 3 + 5x + 7 = 0. 
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CHƯƠNG 1. 


Từ phương trình này ta được phương trình 

{x - l)(16x 5 - 20x 3 + 5x + 7) = 0. 

Vậy ta có bài toán sau 

Bài toán 12 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2008). Giải phương trình 

16x 6 - 16x 5 - 20x 4 + 20x 3 + 5x 2 + 2a; - 7 = 0. (1) 


Giải. Ta có 


( 1 )^ 


x — 1 

16x 5 — 20a; 3 + 5x + 7 = 0 




x — 1 

16x 5 - 20x 3 + 5x = -7 (2) 


Tiếp theo ta giải phương trình (2). 

• Nếu |x| < 1 thì đặt X = cos t, với t G [0; 7ĩ]. Thay vào (2) ta được 


6 cos 5 í — 20cos 3 1 + 5 cos t — —7 cos 5 1 — —7 (vô nghiệm). 


• Nến |a:| > 1 thì xét phương trình 


x = 2-ịa + — )^a 2 ^ 2 xa + 1 = 0. 


(3) 


Vì |a;| > 1 nên A' = X 2 — 1 > 0, suy ra (3) luôn có hai nghiệm phân biệt a 1 và «2 (giả 
sử ữi < 02 ). Đặt /(a) = a 2 — 2 xa + 1. 

Nếu X > 1 thì /(1) — 2 — 2x — 2(1 — x) < 0 và /(0) = 1 > 0. Mà ai «2 = 1 nên suy ra 
0 < ữi < 1 < a 2 . 

Nếu X < — 1 thì /(—1) = 2 + 2x = 2(1 + x) < 0 và /(0) = 1 > 0. Mà aiữ 2 = 1 nên suy 
ra ai < —1 < «2 < 0. 

Vậy (3) có nghiệm a duy nhất thoả |a| > 1. Tóm lại khi |x| > 1 thì có duy nhất số 


1 


\a\ > 1 và X = - 

ữ 1— ) 

1 1 2 

V aj 



[1 í , IM 

5 1 / 

= 16 


= 7 - ( 


L 2 V aJi 

2 \ 


ri ( , IM 

3 r 

5 / 

= 20 


= 7 : 


L 2 V a Ji 

2 \ 


10 5 


— — ( 0 + 5 a + 10ữ H-1—77 H—c 

a a ó a ữ 


— — ( 0 + 3a H-1—- 

a a à 


5 X — 2- [ a + 


Sny ra 


16x 5 — 20x 3 + 5x = - [ a° + 


(3) 

(4) 

(5) 


( 6 ) 
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CHƯƠNG 1. 


Từ (6) và (2) ta có 


i ^o 5 + = — 7 (a 5 ) 2 + 14a 5 + 1 = 0 


' a 5 = -7- V48 


a = Ự- 7 -VĨ 8 
a = Ự- 7 +V 4 S. 


Vậy (2) có nghiệm duy nhất X — - ị Ụ —7 — \/48 + \/—7 + v^48^ . Do đó phương trình 
đã cho có hai nghiệm 

x = l,x = ị (^\J- 7 -V^+ \]- 7 +ự 4 $}j . 


1.1.4 Sáng tác một số phương trình đẳng cấp đối với hai biểu thức 

Ta biết rằng nến một phương trình đẳng Cấp bậc k đối với hai biểu thức p(x) và Q(x) 

, , , , ' pĩx) 

thì được giải bằng cách chia cả hai vế cho [P(x)] fc (hoặc [<5(x)] fc ), san đó đặt t — 

(^yX) 

(hoặc t — pẸ~j )ì đưa về phương trình đa thức bậc k theo t. Vận dụng điền này ta có 
một phương pháp đơn giản để tạo ra nhiều phương trình thú vị. 

Ví dụ 11. Xét một phương trình bậc hai 


7t 2 + 13í - 2 = 0. 


X X — 1 

Lấy t — ———— ta được 

X 2 + X + 1 


7. ( x 1 _ ] +13. x 1 -2 = 0. 

\a; z + a; + l/ X 2 + X + 1 

Quy đồng bỏ mẫu ta được bài toán sau 

Bài toán 13 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 

2(x 2 + X + l) 2 - 7(x - l) 2 = 13(x 3 - 1). 

Giải. Tập xác định M. Do X 2 + X + 1 > 0 nên chia cả hai vế phương trình cho 
(x 2 + X + l) 2 > 0 ta được 


2-7. 


X — 1 

X 2 + X + 1 


= 13. 


X — 1 

X 2 + X + 1 
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CHƯƠNG 1. 


cc 1 

Đặt t — —-Khi đó 


X 2 + X + 1 


2-7 t 2 = 13 1 o 7t 2 + 13i - 2 = 0 4» 


• Khi í = — 2 ta được 

X — 1 


X 2 + a; + 1 


= -2 4» 2x+ Sx + 1 = 0 44 


Khi t — 2- ta được 
7 


X — 1 


—-—- = - 44 £ — 62 ; + 8 = 0 44 

x 2 + x + l 7 


í = -2 
1 

t - 7' 


a; = —1 
1 

' 7 - — 2 


X = 2 
X = 4. 


Phương trình đã cho có bốn nghiệm X = — 1, X = — X = 2, X = 4. 

Lưu ý. Phương trình này có nhiều hơn một nghiệm, và các nghiệm của phương trình 
này đền là số nguyên và số hữu tỉ, do đó ta có thể giải nhanh chóng bằng cách khai 
triển đưa về phương trình bậc bốn, sau đó nhẩm nghiệm, đưa về phương trình tích. 

Ví dụ 12. Xét một phương trình bậc hai có nghiệm 

2t 2 - 7t + 3 = 0. 


r x , /x 2 +X+1 

Lẫy t — \l ---—— ta được 


X — 1 


_ 7 Jĩl±I±l + 3 = 0 . 


X — 1 V X — 1 

Quy đồng bỏ mẫu ta được 

2 {x 2 + X + 1 ) + 3 (x — 1 ) = 7 a/ (x — l)(x 2 + X + 1 ). 

Ta có bài toán sau 

Bài toán 14 (Đề nghị OLYPIC 30/04/2007). Giải phương trình 

2x 2 + 5x-1 = 7Vx 3 - ĩ. 

Đáp số. X = 4 ± \/6. 

Giải. Diều kiện X > 1. 

( 1 ) 3 (x — 1 ) + 2 (x 2 + X + 1 ) = 7 -ự(x — l)(x 2 + X + 1 ). 


( 1 ) 


( 2 ) 
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CHƯƠNG 1. 


Vì X — 1 không phải là nghiệm nên chia cả hai vế của (2) cho X — 1 > 0 ta được 

X 2 + X + 1 „ Ịx 2 + X + 1 


3 + 2- 


X — 1 


= 7 


X — 1 


(3) 


Đặt t — 


X 2 + X + 1 
X — 1 


X 2 + (1 — t 2 )x + 1 + í 2 = 0. Điều kiện của t là 


t > 0 

A x = t 4 - Qt 2 - 3 > 0 


+>• t > y^3 + 2\/3. 

Phương trình (3) trở thành 2í 2 — 7t + 3 = 0 +> í G ^ 2 ị- Kết hợp với điền kiện của 


í ta được t = 3. Vậy 


X 2 + X + 1 

X — 1 


= 3<tt>9x — 9 = x 2 + x + l<tt>x 2 — 8x + 10 = 0<tt>x = 4± \/6. 


Kết hợp với điều kiện ta được X = 4 ± v^6 là tất cả các nghiệm của phương trình (1). 
Lưu ý. Gọi Q(x) = X — 1, P(x) = X 2 + X + 1. Mấu chốt của lời giải là phân tích vế trái 
của PT (1) thành 

VT = 2P(x) + 3Q(x). 

Tinh ý ta sẽ thấy 2 là hệ số của X 2 trong vế trái của (1). Cũng từ đó suy ra 3. Tuy 
nhiên dễ dàng tìm được các số 2 và 3 bằng phương pháp hệ số bất định 


2x 2 + 5x — 1 = p(x 2 + X + 1) + g(x — 1) 
2x 2 + 5x — 1 = px 2 + (p + q)x + p — q. 


Đồng nhất hệ số ta được 


( p = 2 
< p + q = 5 
l p-q = -1 



p — 2 

<7 = 3. 


Ví dụ 13. Vét X = 2. Khỉ, đó 

(x 2 + 2x + 2) = 10, X + 1 = 3, 

3(x 2 + 2x + 2) - 8(x + 1) = 6, 

(x + l)(x 2 + 2x + 2) = 30, 

(x + l)(x 2 + 2x + 2) = X 3 + 3x 2 + 4x + 2. 


Vậy với X = 2 thì 


3(x 2 + 2x + 2) - 8(x + 1) — ,/30.—^= = — %=Vx 3 + 3x 2 + 4x + 2 

ựĩõ V3Õ 


Ta có bài toán sau 


19 




Nguyễn Tài Chung-Giáo Viên THPT Chuyên Hùng Vương-Gia Lai. 


CHƯƠNG 1. 


Bài toán 15. Giải phương trình 


3x 2 — 2x — 2 — -4=Vr + 3x 2 + 4x + 2 


Giải. Điều kiện 


X 3 + 3x 2 + 4x + 2 > 0 o (x + l)(x 2 + 2x + 2) o X > —1. 
Phương trình đã cho viết lại 

3(x 2 + 2x + 2) — 8(x + 1) = -JL=\/ (x + l)(x 2 + 2x + 2). 
Dễ thấy X = — 1 không là nghiệm của (1). 

Tiếp theo xét X ^ —1. Chia cả hai vế của (1) cho X + 1 > 0 ta được 


Q X 2 + 2x + 2 

o.--—-- 

X + 1 

Đặt í = ,/ T + 2x + 2 > 0. Khi đó 

V .r -- 1 


6 /x 2 + 2a: + 2 

v^ãõV x + 1 


3t 2 -8 = -4=í 4» 3t 2 -4=í -8 = 04» 3v/3Õí 2 - 6í - 8 ^ = 0. (3) 

Vãõ Vãõ 

Nhận xét rằng t là nghiệm dương của phương trình (3), hay \Ị —. Vậy 

V 3 

/x 2 + 2 a: + 2 /ĩõ" 9 r ^ — 2 

Vx+l V 3 L £ = - 7 = 

Kết hợp với điều kiện ta thấy x — 2 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 


Bài toán 16. Giải phương trình 


/0 

X 2 — 3x + 1 = — ^-Vx 4 + X 2 + 1. 


Giải. Tập xác định M. Vì 


X + X +1 = (x + 1) — X — (x + X + l)(x — X + 1) 


(1) 4» 2(a: 2 — X + 1) — (x 2 + X + 1) = (x 2 + X + l)(x 2 — a: + 1) 


WWW.MATHVN.COM 
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CHƯƠNG 1. 


„x 2 — x + l , y/3 X 2 — X + 1 

« 2 ——-■—— — 1 = ——— \ / ——--——. 

X 2 + X + 1 3 V a; 2 + £ + 1 


Đặt í = 


X — X + 1 
X 2 + X + 1 


> 0. Khi đó 


2 t 2 


/0 

1 H ——t = 0 « 2\/3 t 2 + t — \/3 = 0 « 

o 


t — 


t — 


Vã, 


2^3 


(loại) 


Vậy 




X +1 


= — 7 = « 2x 2 — 4a; + 2 = 0«a; = l. 


X 2 + X + 1 

Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

Bài toán 17. Giải phương trình 2(x 2 — 3x + 2) = 3\/a: 3 + 8. 

Giải. Điều kiện : X > —3. Phương trình tương đương 

2(x 2 -2x + 4)- 2(x + 2) = 3y/(x + 2)(x 2 - 2a; + 4) 
X + 2 


«• 2 - 2 . 


Đặt í = 


a; + 2 


X 2 — 2x + 4 
> 0. Khi đó 


= 3 


X + 2 

X 2 — 2x + 4’ 


X 2 — 2x + 4 

2 - 2í 2 = 3í « 2t 2 + 3í - 2 = 0 « 


t — 


[t = -2 (loại). 


Vậy 


S + 2 l ọ A n ^ 

————-—7 = 6x-~4 = 0« 

-4 2 


X = 3- VĨ3 
X = 3 + \/Ĩ3. 


Phương trình đã cho có hai nghiệm X = 3 — a/Ĩ3 và X = 3 + a/Ĩ3. 

Bài toán 18 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 
V X 2 + X — 6 + 3\/a; — 1 


V3x 2 — 6x + 19 = 0. 


X 2 + a: — 6 > 0 


Giải. Điều kiện a: — 1 > 0 « X > 2. Phương trình tương đương 

3x 2 — 6x + 19 > 0 


\/a; 2 + X — 6 + 3\p£ — 1 = V3x 2 — 6x + 19 
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CHƯƠNG 1. 


■Ox 2 + X — 6 + 6a/ (x 2 + X — 6)(x — 1) + 9x — 9 — 3x 2 — 6x + 19 

<^>3a/ (x — 2)(x + 3)(a; — 1) = X 2 — 8x + 17 

^3V(a; 2 + 2a:-3)(a;-2) = (x 2 + 2x - 3) - 10(x - 2) 


„ X 2 -\-2x — 3 a; 2 + 2a; — 3 

<tt>3\/-——- =-——-10. 

V a; — 2 a: — 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


(Do X = 2 không là nghiệm của (2)). Đặt t — 
3t = t 2 - 10 4» í 2 - 3í - 10 



+ 2x — 3 
X — 2 


> 0. Thay vào (2) ta được 




t = — 2 (loại) 
t — 5. 


Vậy 


x 2 + 2x-3 _ 2 _ _ „ 23 ± y/34Ĩ 

= 5 X 2 — 23x + 47 = 0 X = — --2--. 


X — 2 


Kết hợp với điền kiện ta thấy phương trình đã cho có hai nghiệm X — 


23 ± Vũĩ 


Bài toán 19. Giải phương trình 


X 


+ 2x 3 + 2x 2 — 2x + 1 = (x 3 + x) 


1 — X 2 


X 


( 1 ) 


Giải. Do X 4 + 2x 3 + 2x 2 — 2x + 1 = x 2 (x + l) 2 + (1 — x) 2 
nghiệm của (1) thì 


X > 0 

l — X 2 
X 


> 0 


0 < X < 1. 


> 0,Va; G M nên nếu X là 


Với điều kiện đó thì 


(1) x 2 (x + l) 2 + (1 — x) 2 — (x 2 + 1 )ỰỊĨ — x)[x{l + x)]. (2) 

Đặt u = x(l + x), V = 1 — X (điều kiện u > 0, V > 0). Khi đó u + V — X 2 + 1. Vậy (2) 
trở thành 

u 2 + V 2 — (u + v)y/mj (-} — 1 - . (3) 

\v/ yv^/v \Jv) 

\[ũ 

Đặt t — —=, thay vào (3) ta được 
Vv 


t 4 + 1 = í 3 + t 4» {t - l)(í 3 - 1) = 0 4» t = 1. 
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CHƯƠNG 1. 


Vậy 



1 o u = V. Do đó 


x(l + x) — 1 — X o X 2 + 2x — 1 = 
Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — 


0 <=> 



-1 + V2. 


1 + V2 

1 — a/2 (loại) 


Bài toán 20. Giải phương trình 

Vĩ>x 2 + Ux + 9 - Vx 2 -X- 20 = 5VxTĨ. 

Giải. Điền kiện 

ị 5x 2 + Ux + 9 >0 ị (x + l)(5x + 9) > 0 
< X 2 — X — 20 > 0 < {x + 4){x — 5) > 0 c^x>5. 

re + 1 > 0 re + 1 > 0 

Ta có 

(1) V5x 2 + I4x + 9 = Vx 2 — X — 20 + 5\/ãr+T 
2x 2 — 5x + 2 — 5\/(x + 4)(x — 5)(a; + 1) 

4» 2(x 2 -4x-5)+ 3(x + 4) = 5-ự(x 2 — 4x — 5)(x + 4). 


Với điều kiện X > 5, chia cả hai vế của (2) cho X + 4 > 0 ta được 

a: 2 — 4x — 5 „ _ /x 2 — 4x — 5 


2 ,- 


X + 4 


+ 3 = 5 


X + 4 


Đặt t — 


X — 4x — 5 
X + 4 


> 0, thay vào (3) ta được 


2t 2 - 5t + 3 = 0 4» 


í = 1 
3 

t = (+ 
2 


Khi t = 1, ta có 


X 2 — 4x — 5 
X + 4 


= l+>ar — 5x — 9 = 0+>x = 


5± Vẽ 


T'1 • , 3 Ịx 2 — 4x — 5 3 

Khi í = ta có \ - —7 -= nghĩa là 

2’ V x + 4 2’ 6 


4(x 2 - 5x - 5) = 9x + 36 4» 4x 2 - 35x - 56 = 0 


X = 8 

7 

x= 4- 


( 1 ) 


( 2 ) 

(3) 
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CHƯƠNG 1. 


Kết hợp với điều kiện ta được các nghiệm của phương trình đã cho là 


X = 8, X = 


5 + \/6Ĩ 
2 


1.1.5 Xây dựng phương trình từ các đắng thức. 

Xuất phát từ một đẳng thức nào đó, chúng ta có thể xây dựng lên các phương trình 
vô tỉ. Chẳng hạn từ hằng đẳng thức 

(ữ + 6 + c) — ữ 3 -\- b 3 T c 3 T 3(a H“ ò)(fe 1“ c)(c ~b o) 


ta có 

(ữ “I - b -b c) — ữ 3 T b T c 3 "v^ (ữ T T c)(c T ữ) — 0. 

Bằng cách chọn a, b, c sao cho (o + b + c) 3 = a 3 + 6 3 + c 3 ta xẽ tạo ra được phương 
trình vô tỉ chứa căn bậc ba. 


Ví dụ 14. Cho 

a — ựĩx + 1, b = — \J X 2 — a: — 8, c = ^a; 2 — 8x — 1 
thì a 3 + & 3 + c 3 = 8 . Tữ được bài toán sau 

Bài toán 21 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/1999). Giải phương trình 
ỳĩxTĨ - \/x 2 -x-8 + \/x 2 -8x-l = 2. 

Giải. Tập xác định M. Đặt 

a — \/7x + ĩ, b — — yj X 2 — X — 8, c — \J X 2 — 8x — 1. 


Khi đó 

Ị a 3 + b 3 + c 3 = 8 (1) 

Ịa + Ò + C = 2 (2) 

Mặt khác ta có hằng đẳng thức 

(ữ T b T c) — Q 3 T b 3 + c 3 + 3(a T 6) (6 T c)(c T ữ). 
Thay (1), (2) vào (3) ta được 


(ữ T 6) (6 T c)(c T ữ) — 0 "vv - 


a — —b 
b — —c 
c — —a. 


( 3 ) 
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CHƯƠNG 1. 


Vậy 


\[7x + 1 = \Jx 2 — X — 8 

\/x 2 — X — 8 = — 8a; — 1 

v^ 2 — 8x — 1 = — \/7x + 1 




X 2 — 8x — 9 = 0 
7x = 7 

X 2 — X = 0 




X = — 1 

£ = 9 
a; = 1 
a: = 0. 


7x + l = a; 2 — X — 8 

X 2 — a; — 8 = X 2 — 8x — 1 
X 2 — 8x — 1 = — 7a: — 1 


Thay các giá trị —1, 0,1, 9 vào phương trình đã cho thấy thoả mãn. Vậy phương trình 
có 4 nghiệm —1, 0, 1, 9. 

Ví dụ 15. Cho 

a = ựĩx 2 -x + 2001, b = -\/3x 2 - 7x + 2002, c = -Ầ/Õx - 2003 
thì a 3 + b 3 + c 3 = 2002. Ta được bài toán sau 
Bài toán 22. Giải phương trình 

ỳ3x 2 -x + 2001 - \/3x 2 - 7x + 2002 - ựõx - 2003 = ^2002. 


Hướng dẫn. Đặt 

a = ựĩx 2 -x + 2001, b = -\/3x 2 - 7x + 2002, c = -ựõx - 2003. 

Khi đó 

(ữ T b T c) = ữ 3 T b 3 T c 3 "vv - (ữ 4“ 6) (b T c) (c 4" ữ) — 0. 

Việc giải phương trình đã cho được qưy về giải 

' v^a; 2 -x + 2001 = ỳ3x 2 - 7x + 2002 
v^a; 2 - 7x + 2002 = -ỳ6x -2003 
_ - 2003 = \/3x 2 — X + 2001. 

Ví dụ 16. Cho 

a = ^1945x + 1975, b = ^60a; + 15, c = ^15 - X 
thì a 3 + b 3 4- c 3 = 2004x 4- 2005. Ta được bài toán sau 

Bài toán 23 (HSG Tỉnh Gia Lai năm học 2004-2005). Giải phương trình 
\f7M7ĩĩ; + 1975 4- v^Ox + 15 + ^15 - X - ^20043; + 2005 = 0. 
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Giải. Tạp xác định M. Đặt 

a, = v / Ĩ945ÕT+ ~Ĩ975, b — \/60x + 15, c = \/ưr> — X. 

Khi đó a 3 + b 3 + c 3 = 2004x + 2005. Thay vào PT đã cho ta được 

a + b + c — V 7 a 3 + b 3 + c 3 — o^a + b + c— V 7 a 3 + b 3 + c 3 

(a + b + c) 3 = a 3 + b 3 + c 3 


Mặt khác ta có hằng đẳng thức 

(ữ T b T c) = T T T 3 ((I T b)(b T c)(c T ư). 


Từ (1) và (2) suy ra 


(ữ T 5)(5 T c)(c T ữ) — 0 


a — —b 
b = —c 
c — —a. 


( 1 ) 

( 2 ) 


Vậy 

' 1945z + 1975 = -60x - 15 
60x + 15 = X — 15 
15 -x = —(1945a: + 1975) 

_ 1990 30 1990 

Vậy PT có ba nghiệm X = - 2005 , X = X = 

Ví dụ 17. Cho a — \/3x + ĩ, b — \/5 ~ X, c — y/2x — 9 thì a 3 + b 3 + c 3 = Ax — 3. Ta 
được bài toán sau 

Bài toán 24. Giải phương trình 

Ự3xTĨ + x/ĩ^x + ^2a;-9 - \/4x - 3 = 0. 

Ví dụ 18. Từ hằng đẳng thức 

a 3 + b 3 — ab(a + b) = (a + b)(a — b) 2 , 

lấy a — \/x + 1, b — —ựx + 2. Khi đó 

a 3 + b 3 — ab(a + b) 

=x + 1 — X — 2 + \JX 2 + 3x + 2 + 1 — + 2^ 

= - 1 + v 7 ^ + 3a; + 2 (^V^TĨ - ỷxTỶ) . 

Bằng cách cho a 3 + b 3 — ab(a + b) = 0 ta được bài toán sau 



f$90 

1944' 


WWW.MATHVN.COM 
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Bài toán 25. Giải phương trình 

ựx 1 + 3x + 2 (ặxTĨ - \fxTỶ) = 1 . 

Giải. Tập xác định R. Phương trình viết lại 

(x + 1) + (x — 2) + \/x 2 + 3x + 2 ị\/x + 1 — y/x + 2^ = 0. 
Đặt a — \Jx + 1, b — — \/x + 2. Thay vào (*) ta được 

a 3 + ò 3 — ab(a + 6) = 0 (a + ò)(a — ò) 2 = 0 
Vậy 


a = b 
a — —b. 


\Jx + 1 = -vdr + 2 

^ + 1 = ýĩ + 2 




X + 1 = —X — 2 3 

Ox — 1 (v) 2 


3 __ 3 

Thay x = — 2 v h° ^ c ^ 0 thấy thoả mãn. Vậy X = — ^ là nghiệm duy nhất của 

PT. 


1.1.6 Xây dựng phương trình từ các hệ đối xứng loại II. 


Xét hệ phương trình 

I (ax + (3) 2 = ay + b (1) 
\ (ay + /3) 2 — ax + b (2) 

Từ (2) suy ra 


ay + Ị3 — ự ax + b 
ay + /3 — —y/ax + b 


y/ŨX T b /3 

y = ——-- 

a _ a 

y/ŨX T b /3 

y =-—--• 

L a a 


Thay vào (1) ta được 

" , m 2 _ aVax + b a(3 

a _ a 

, , -ay/ax + b a(3 

(ax + Ị3) — ----—1 - b. 

L a a 

Đến đây bằng cách chọn a, /3, a, b ta sẽ xây dựng được các phương trình vô tỉ. Cách 
giải các phương trình dạng này là đặt ay + /3 = \Jax + b (hoặc — y/ax + b) để đưa về 
hệ đối xứng loại II ở trên đã biết cách giải. Bây giờ ta sẽ đi xây dựng một số phương 
trình dạng này 
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Ví dụ 19. Cho a = 3, /3 = 2, a = 3, b = 8 thay vào (*) ta được 

(. 3x + 2) 2 = V3X + 8 + 6. 

Ta có bài toán sau 

Bài toán 26 (HSG tp Hồ Chí Minh năm học 2004-2005). Giải phương trình 

9x 2 + 12x — 2 = V3x + 8. 


Giải. Điều kiện X > Phương trình viết lại 

(3x + 2) 2 - 6 = V3x + 8. 

Đặt 3y + 2 = \/3x + 8, suy ra (3 y + 2) 2 = 3x + 8. Kết hợp với (1) ta có hệ 

(3x + 2) 2 = 3y + 8 (2) 

(3 y + 2) 2 = 3^ + 8. (3) 

8 8 

Để x,y thoả mãn (1) và (2) thì X > —^ và y > —Lấy (2) trừ (3) ta được 

3(a; — y){3x + 3y + 4) = 3 (y — x) (x — y){3x + 3y + 5) = 0 
X — y = 0 




3x + 3y + 5 = 0 
Với y = X, thay vào (2) ta được 




y — X 

3 y = -(3x + 5). 


1 

x “ 3 

X = — 


(nhận) 

(loại). 


-5 + V/2Ĩ 

X = --- (loại) 


X — 


6 __ 
-5 - ựĩĩ 


6 

-5 — \/2Ĩ 


(nhận). 


( 1 ) 


(3x + 2) 2 = 3x + 8 9x 2 + 9x — 4 = 0 

• Với y — — (3x + 5), thay vào (2) ta được 

(3x + 2) 2 = —3x + 3 9x 2 + lbx + 1 = 0 

Các nghiệm của phương trình đã cho là X — — và X — -—-. 

3 6 

Lưu ý. Có một phương pháp để tìm ra cách đặt 3y + 2 = \f3x -b 8 như sau : Ta sẽ 
đặt my + n— \/3x + 8, với m, n sẽ chọn sau sao cho hệ hai ẩn X , y thu được là hệ đối 
xứng loại hai. Từ my + n — \/3x + 8 và từ phương trình đã cho ta có hệ 

{rny + n) 2 = 3x + 8 ị m 2 y 2 + 2 mny + n 2 = 3x + 8 

9x 2 + 12a: — 2 = ự3x + 8 ^ 1 9x 2 + 12a: — 2 = my + n. 
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Để là hệ đối xứng loại hai thì 

m 2 2 mn 

~9~ = ~Ĩ2~ 

Ví dụ 20. Cho Oi — 1, Ị3 — 1, a — 



3 _8 — n 2 ịm = 3 
m n \ n = 2. 

13 

2 1 ^ = 2 ^ a y v à° (*) t a được 
1 , 3 . -2 Ịx 

+ + =vf + 



Ta có bài toán sau 

Bài toán 27. Giải phương trình 2x 2 + 4x = 

Ví dụ 21. Cho 0 = 2, Ị3 = —1, a — 8000, 6 = 1 thay vào (*) ta được 

(2x - l ) 2 = 4000^80002; + 1 + 4001 


X + 3 


Ta có bài toán sau 

Bài toán 28. Giải phương trình 

X 2 -X- IOOOV 8 OOO 2 ; + 1 = 1000 


Nếu xét hệ 

Ị ịptx + /3) 3 = ay + 6 
\ (aạy + P) 3 = ax + b. 

Từ phương trình dưới ta được 

, fí _ 3 /——, _ _ v // ữãr+~ò /3 

ay + p = vas + 6 <í=h y =---—. 

a a 

Thay vào phương trình trên của hệ : 

/ . m 3 _ o v/õx + 6 aP 

(ữX + p) = —----ho. 

a a 

Ví dụ 22. Chọn a — 1, p — 1, a = 3, 6 = 5, ta được 

(x + l) 3 = 3^3x + 5 + 2. 


Ta có bài toán sau 


29 




Nguyễn Tài Chung-Giáo Viên THPT Chuyên Hùng Vương-Gia Lai. 


CHƯƠNG 1. 


Bài toán 29 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 

X 3 + 3x 2 — 3<ỵ3x + 5 = 1 — 3x. 


Giải. Tập xác định M. Phương trình đã cho tương đương 

[x + l ) 3 = + 5 + 2. 


Đặt y + 1 — \/3x + 5. Ta có hệ 

Ị {x + l) 3 = 3y + 5 (1) 

\ ịy + lf = 3x + 5 (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

(x + l) 3 ~(y + l) 3 = -3(x - y) 

&(x - y)[(x + l ) 2 + (x + 1 )(y + 1) + (y + l ) 2 + 3] = 0 
o-x — y (do (x + l ) 2 + (x + l)(y + 1 ) + (y + l ) 2 > o) . 


Thay vào (1) ta được 

(x + l ) 3 = 3x + 5 X 3 + 3x 2 — 4 = 0 


X — 1 

X — —2. 


Phương trình đã cho có hai nghiệm là X = 1 và X = —2. 

Ví dụ 23. Cho a — 2, /3 — 0, a — 4004, b = —2001 ta được 

{2xf = 2002aÍ/4004x - 2001 - 2001. 

Ta có bài toán sau 

/8x 3 +2001\ 3 

Bài toán 30. Giải phương trình - -7—7- - = 4004x — 2001. 

F y \ 2002 ) 


( 1 ) 


1.1.7 Xây dựng phương trình vô tỉ dựa vào tính đơn điệu của hàm số. 

Dựa vào kết quả "Nếu hàm số y = f(x) đơn điệu thì f(x) — f(y) X = y" ta có thể 
xây dựng được nhiều phương trình, hệ phương trình. 


Ví dụ 24. Xét hàm số f(t ) = t 3 +t đồng biến trên M. Cho f(x + 1) = f(\/7x 2 + 9x — 4) 
ta được 

2{x + l ) 3 + {x + l ) 2 + 1 = 2(3x - l)V3x- 1 + 3x - 1 + 1 . 

Ta được bài toán sau 
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Bài toán 31 (HSG tp Hồ Chí Minh năm học 2004-2005). Giải phương trình 

X 3 — 4x 2 — 5x + 6 — \/7x 2 + 9x — 4. 


Giải. Tập xác định R. Đặt y — \j7x 2 + 9x — 4. Ta có hệ 

j X 3 — 4x 2 — 5x + 6 = y (1) 
Ị 7x 2 + 9x — 4 = y 3 (2) 

Cộng (1) và (2) theo vế ta được 


X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = y 3 + y +> (x + l) 3 + (x + 1) = y 3 + y. (3) 

Xét hàm số /(í) = t 3 + í. Vì /'(£) = 3í 2 + 1 > 0, Ví G R nên hàm số / đồng biến trên 
R. Do đó (3) viết lại 

f(x + 1) = f(y) ox + l = y. 


Bởi vậy 


\/7x 2 + 9x — 4 — x + 1 7x 2 + 9x — 4 = (x + l) 3 


X 3 — 4x 2 — 6x + 5 = 0 <=> (x — 5) (x 2 + X — 1) 


X = 5 

-1±VE 
x - 2 


Ví dụ 25. Xét hàm số f(t ) = í 3 + 2t đồng biến trên R. Cho 

f (^\/—x 3 + 9x 2 — 19x + llj = f(x — 1). 

ta được 

—X 3 + 9x 2 — 19a: + 11 + 2V 7 — X 3 + 9x 2 — 19x + TT — (x — l) 3 + 2(x — 1). 

Khai triển và rút gọn ta được bài toán sau 

Bài toán 32 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2009). Giải phương trình 
X 3 — 6x 2 + 12x — 7 = x^T9x^--T9x1mT. 

Giải. Đặt y = Ụ—x 3 + 9x 2 — 19x + 11. Ta có hệ 

( y 3 — —X 3 + 9x 2 — 19x + 11 ị y 3 = —X 3 + 9x 2 — 19x + 11 
Ị y — X 3 — 6x 2 + 12x — 7 ^ \ 2y = 2x 3 — 12x 2 + 24x — 14 

Cộng hai phương trình với nhau ta được 

y 3 + 2y = X 3 — 3x 2 + 5x — 3 +> y 3 + 2y = (x — l) 3 + 2(x — 1). (*) 
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Xét hàm số f(t) = t 3 + 21. Với mọi ti Ỷ h, ta có 


f(t i) - f(t 2 ) 


1 1 — £2 

Vậy hàm số /(£) đồng biến trên M. Do đó 


£2 


— tị + t\Ì2 12 ^ — Ị í 1 + 7^- + “ + 2 > 0. 


3 tị 


(*) <=> f(y ) = f{x 1) ^ y = X - 1 

V 7 —X 3 + 9x 2 — 19x + ĩĩ = X — 1 

—X 3 + 9x 2 — 19x + 11 = X 3 — 3x 2 + 3x — 1 

X 3 — 6x 2 + llx — 6 = 0 X G {1, 2, 3} . 


Phương trình đã cho có ba nghiệm X = 1, X = 2, X = 3. 

Ví dụ 26. Xét hàm số /(£) — 2t 3 + t 2 + 1 đơn điệu trên [0; + 00 ). Cho 

/(x + 1) = / (a/3x - 1 ) 


ta được 

2(x + l) 3 + (x + l) 2 + 1 = 2(3x - l)VSx- 1 + 3x - 1 + 1. 
Ta được bài toán sau 
Bài toán 33. Giải phương trình 

2x 3 + 7x 2 + 5x + 4 = 2(3x — ĩ)ự3x — 1. 


Giải. Điền kiện X > 7-. Đặt 

3 


y = 


y/3x — ĩ, y > 0. Ta có hệ 


í 2x 3 + 7x 2 + 5x + 4 = 2y 3 
Ị 3x — 1 = y 2 . 


Cộng theo vế hai phương trình trên ta được 


2x 3 + 7x 2 + 8x + 3 = 2 y 3 + y 2 <=> 2(x + l ) 3 + (x + l ) 2 = 2 y 3 + y 2 . (*) 

Xét hàm số f(t ) = 2t 3 + í 2 . Vì /'(£) = 6£ 2 + 2t > 0, Ví > 0 nên hàm số / đồng biến 
trên [0; Too). Do đó 

(*) f(x + 1) = f(y ) <t»x + l = |/<^x + l = V3x — 1 



í X > — 1 

j X + 1 > 0 

1 

|- 

1 3x + 1 = X 2 + 2x + 1 ^ < 

1 

X = 0 


l 

X = 1 


Kết hợp với điều kiện ta được X = 1 là nghiệm duy nhất của PT đã cho. 
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Ví dụ 27. Xét hàm số f(t) = t 3 +1 đơn điệu trên M. Nếu cho /( 2x) — f(\/6x + 1) 
thì được 

8x 3 + 2x = 6x + 1 + \/6x + 1 <ỵ6x + 1 — 8x 3 — 4x — 1. 

Ta được bài toán sau 

Bài toán 34. Giải phương trình y/§x + 1 = 8x 3 — 4x — 1. 

Ví dụ 28. Xéí hàm số f(t ) = í (l + Vt 2 + 2). Ta có 

+2 

f'(t ) = 1 +v / t J T2+ , >0,Ví gM. 

a/PT2 

Vạy hàm số f(t ) = t (l + vV 2 + 2) đồng ỉúến írển R. Cho f(2x + 3) = f(—3x) ta được 
(2x + 3) (l + V4:X 2 + 12x + ll) = -3x (l + V9X 2 + 2 ) . 


Ta có bài toán 

Bài toán 35. Giải phương trình 

(2x + 3)V4x 2 + 12a; + ll + 3a; (1 + V9x 2 + 2 ) = -5x - 3. 


Ví dụ 29. Xét hàm số đồng biến trên khoảng (0; + 00 ) là 

f(t) — log 2 1 — 2t + t 2 , Ví > 0. 

Cho f {p/x + 2 ) = / ^2 + — ^ ta được 


log 2 A Jx + 2 — 2\JX + 2 + X + 2 — log 2 ^2 + —^ — 2 ^2 + —^ + ^2 + —^ 

1 , , , ^ „ , 2 x +1 , / , 1\ 2 ,—— 

«=> 0 log 2 (:E + 2) + X + 3 = log 2 ——-h 1 + - + 2v X + 2. 

2 X \ X) 


Ta có bài toán sau 

Bài toán 36 (HSG Đại học Vinh năm học 2009-2010). Giải phương trình 

1, , . . „ , 2x + l , / ,1\ 2 ,—— 

7 - log 2 (x + 2) + X + 3 = log 2 ——-h 1 + - + 2v X + 2. 

2 X \ X) 


Giải. Điều kiện 


í sG (- 2 ; +00) 
ị X e u (0;+oo) 


^ X c 


(- 2;-0 u( 0 ;+oo). 
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Khi đó phương trình viết lại 

log 2 \J X + 2 — 2\/ X + 2 + X + 2 = log 2 ^2 + —^ — 2 ^2 + — ^ + ^2 + — ^ 
Xét hàm số f(t ) = log 2 1 — 2t + í 2 , Ví > 0. Ta có 


( 1 ) 


m = 


+ 2t - 2 > 2 


t. In2 V í. In2 

Vậy hàm số /(í) đồng biến trên khoảng (0; +oo), do đó 


1 / 2 

-.2í — 2 = 2\/ ——- — 2 > 0 


ln2 


(1) 4» / (v^r+ 2 ) =/^2 + ^4» \Zx~+2 = 2 + ì. 


( 2 ) 


Với điều kiện X e ^—2; —u (0; +oo), bình phương hai vế phương trình (2) ta được 

4 1 [ x = -l 

x + 2 = ị + - + --^x 3 -2x 2 -4:X-l = 0o 3 ± a/Ĩ3 

XX 2 X = -- 2 -—. 

L 2 

2 _|_ ^Ĩ2 

Kết hợp với đk, ta thấy PT đã cho có hai nghiệm X = — 1 và X = - - -y —. 

Ví dụ 30. Xét hàm số đồng biến trên khoảng M là f(t) — t 5 + t. Cho f ( — 1 = f(y) 

\yj 

ta được 

+ ^=y 5 + y^x 5 + xy 4 = y w + y 6 . 

\yj y 

Mặt khác do f(t ) đồng biến trên M nên 

f(j)=f(y)^^ = y^x = y 2 . 

\yj y 


Lấy X = 1, khi đó 

\J \.x + 5 + Vx + 8 = 6. 

Vậy ta có bài toán sau 

Bài toán 37 (HSG Bình Định năm học 2009-2010). Giải hệ phương trình 

J X 5 + xy 4 — y 10 + y 6 (1) 

\ + v / F+8 = 6. (2) 


34 




Nguyễn Tài Chung-Giáo Viên THPT Chuyên Hùng Vương-Gia Lai. 


CHƯƠNG 1. 


Giải. Điều kiện 4x + h>ữ^x> — - 7 . 

4 

• Xét y = 0. Từ (1) suy ra X = 0 và phuơng trình (2) không được thoả mãn. 

• Xét y Ỷ 0. Chia cả hai vế của (1) cho y 5 ta được 

(7) 5 + 7 = y 5 +y- ( 3 ) 

\yj y 

Xét hàm số f(t) = í 5 + t, Ví G M. Ta có 

/'(í) = 5í 4 +1 > 0,Ví e M. 


Vậy hàm /(£) đồng biến trên M. Do đó 

(3 )^f('-)=f(y)^'- = y^x = y 2 - 
\yj y 


Thay vào (2) ta được 


Vĩx+1) + \/ X + 8 = 6. 
5 


( 4 ) 


Xét hàm số g(x) — \/4x + 5 + \/a: + 8, Vx > Vì 


ớ'(x) = 


. 2 + . 1 > 0,Vx > ~ 

V4x + 5 2v / ÕH^8 4 


nên hàm số 5 »(x) đồng biến trên 
duy nhất của (4). Sny ra y 2 = 1 -v^ y = ±1. Vậy hệ có hai nghiệm là 


— V +00 ). Hon nữa g(l) = 6. Vậy x — 1 là nghiệm 


(x-,y) = (1; 1), (x\y) = (1; -1). 


1.1.8 Xây dựng phương trình vô tỉ dựa vào các phương trình lượng giác. 

Từ một phương trình lượng giác đơn giản nào đó, kết hợp với các phép biến đổi lượng 
giác thì sẽ tìm ra các phương trình vô tỉ hay. 

Ví dụ 31. Tứ phương trình cos3 1 — sin í, với t G [0;7r], ta thấy phương trình này 
tương đương với 

4 cos 3 1 — 3 cos t — Vl — cos 2 1. 

Dặt X — cos t ta được bài toán sau 

Bài toán 38 (Đề nghị Olympic 30/04/2003-toán 10). Giải phương trình 

4x 3 — 3x — Vl — X 2 . 
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Nếu thay X bởi X — 1 ta được bài toán khó hơn. 

Bài toán 39. Giải phương trình 4x 3 — 12x 2 + 9x — 1 = y/2x — X 2 . 

Ví dụ 32. Từ phương trình cos3 1 — COS-, vôi t e [0;7r], ta thấy phương trình này 
tương đương với 

8 cos 3 1 — 6 cos t — >/2(1 + cos t). 

Dặt X = 2 cos t ta được bài toán sau 

Bài toán 40 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2006). Giải phương trình 

X 3 — 3x — \fx + 2. (1) 


Giải. Điều kiện X > —2. Nếu X > 2 thì 

X 3 — 3x — X + x(x 2 — 4) > X > \Í2x — \Jx + X > \/a; + 2. 


Vậy X > 2 không thoả mãn (1), do đó để giải PT (1), chỉ cần xét —2 < X < 2. Khi đó 
đặt a; = 2cos t, điều kiện t G [0; lĩ]. Thay vào (1) ta được 


8 cos 3 t — 6 cos í = \J2 (1 + cosí) -v^ 4 cos 3 í — 3 cos í 


44- cos 3í = cos - 


3t = - + k2n 

2 í . _ ^ 

3t = — - + k2ĩĩ 


t — 


t — 


k4.1T 

5 

/c47T 


cos 2 

(fc e Z) 


Do í Ẽ [0; 7r] nên chỉ lấy các nghiệm t = 0, t = 


47T 47T 

—, t = — . Phương trình đã cho có ba 
5 7 


nghiệm 


4tt 4tt 

X = 2, X = 2 cos —, X = 2 cos —. 

5 7 


Ví dụ 33. Từ phương trình sin3í = cost,với t e [0; 7r] ; ta thấy phương trình này tương 
đương với 


3 sin t — 4 sin 3 1 — cos X -v=> sin í (3 — 4 sin 2 í) = cos t 

<=> Vl — cos 2 1 (4 cos 2 1 — l) = cos t 

-v=> >/l — cos 2 1 — 


cos t 


4 cos 2 1 — 1 


Lấy X — cos t ta được bài toán sau 

Bài toán 41. Giải phương trình \J\ — X 2 — - -— ■ 

4x 2 — 1 
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^ 1 1 
Giải. Từ điều kiện \x\ < 1, X ị và X ta đặt 


. 1 / TI* 2vr 

x = cost, t G [0; vrj , X Ỷ 3> X Ỷ -y 


Thay vào phương trình đã cho ta được 

cos t 


a/1 — cos 2 í = 


4 cos 2 1 — 1 


— cos 2 í (4 cos 2 1 — l) = cos í 


<í=> sin í (4 — 4 sin 2 í — l) = cos t sin t (3 — 4 sin 2 í) = cos t 


sin t — 4 sin ' 3 1 — cos X sin 3 t — cos t -v^ sin 3t = sin 


7r 




3 1 = — — t + k2ĩĩ 
3t = n — ^ — — tj + k2i\ 


ĩĩ kĩĩ 

["Ĩ + J NZ). 

t = -- + kĩĩ 
4 


m ~ . p . A 7T Õ7T 7T ^ 9 

Trên đoạn [0; 7rJ, ta nhận được các nghiệm íi = —, i 2 = —, í ,3 = — • Nghiệm cứa 

8 8 4 

phương trình đã cho là 


7T 


57T 


7T 


cos —, cos ——, cos —. 

8’ 8 ’ 4 

Ví dụ 34. Ta có công thức 

sin 5 a — 16 sin 5 a — 20 sin 3 a + 5 sin Oi. 

Từ phương trình sin 5í = cos t,với t G [0; 7r] ? ta thấy phương trình này tương đương với 

16 sin 5 í — 20 sin 3 1 + 5 sin t = cos t 
sin í (16 sin 4 1 — 20 sin 2 1 + 5) = cos t 


<=> sin t 1^16 (l — sin 2 1) — 12 (l — sin 2 í) + 1 

sin t (16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + ì) — cos t 

- cos 2 1 = — - COS f - — 

16 cos 4 í — 12 cos 2 t + 1 

Lấy X — cos t ta được bài toán sau 

Bài toán 42. Giải phương trình a/1 — X 2 — 


— cos t 


X 


16x 4 - 12x 2 + 1 ' 

Hướng dẫn. Từ điều kiện |x| > 1 và 16x 4 — 12x 2 + 1^0, ta đặt 

X = cos t, t G [0; 71"] , điều kiện 16 cos 4 1 — 12 cos 2 1 + 1 Ỷ 0- 
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Thay vào phương trình đã cho ta được 

n - 77127 _ cosí 

V1 — COS z t — — --—- õ . 

16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + 1 
47 sin í (16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + l) = cos t 

47 sin t 16 (l — sin 2 í) 2 — 12 (l — sin 2 t) + 1 = cos t 

47 sin í (16 sin 4 1 — 20 sin 2 1 + 5) = cos t 

4716 sin 5 í — 20 sin 3 1 + 5 sin t — cos t 47 sin 5 1 — cos t 

7Ĩ kĩr 

Ĩ ỉ+ J <*eZ). 

8 + 2 

Ví dụ 35. Từ phương trình sin5í = cos3t,với t e [0;7r] 7 ta thấy phương trình này 
tương đương với 

16 sin 5 1 — 20 sin 3 í + 5 sin t = cos 3 1 
47 sin t (16 sin 4 1 — 20 sin 2 1 + 5) =4 cos 3 1 — 3 cos t 

4=7sin t 16 (l — sin 2 í) 2 — 12 (l — sin 2 1) + 1 = 4cos 3 í — 3cosí 

47> sin t (16 cos 4 1 — 12 cos 2 1 + l) =4 cos 3 1 — 3 cos t 

4=7 a/1 — cos 2 1 — (16 cos 4 1 — 12 cos 2 í + l) =4 cos 3 1 — 3 cos t. 

Lấy X — cos t ta được bài toán sau 

Bài toán 43. Giải phương trình a/1 — X 2 (16x 4 — 12x 2 + 1) = Ax 3 — 3x. 

Hướng dẫn. Từ điền kiện |x| > 1, ta đặt X — cos t, t G [0; 7r]. Thay vào phương trình 
đã cho ta được 

Vl — cos 2 1 (16 cos 4 1 — 12 cos 2 1 + l) =4 cos 3 í — 3 cos t 
47 sin t (16 cos 4 í — 12 cos 2 1 + l) =4 cos 3 1 — 3 cos t 
47sin t 16 (l — sin 2 í) 2 — 12 (l — sin 2 1) + 1 =cos3 1 
4=7 sin t (16 sin 4 í — 20 sin 2 1 + 5) = cos 3 1 
4716 sin 5 í — 20 sin 3 1 + 5 sin t = cos 3 1 4=7 sin 5 1 — cos 3 1 

■ TT kn 

4=7sin5í = sin (— — 3t\ 4=7 ị.6 4 Ệ z). 

2 í = -7 ■ + /C7T 

L 4 
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Ví dụ 36. Từ phương trình sin 
trình này tương đương với 



— sin 



, với t G [0; 71"], ta thấy phương 


sin 3 1 — cos 3 1 — sin t + cos t 
<í=>3 sin t — 4 sin 3 1 — 4 cos 3 1 + 3 cos t — sin t + cos t 
4^2 cos t + 3 sin t r- 4 sin 3 t = 4 cos 3 1 + sin t 
02 cos t + sin í (3 — 4 sin 2 í) = 4 cos 3 í + sin t 
4^2 cos t + sin t (4 cos 2 1 — l) =4 cos 3 1 + sin t 
c$2 cos t + Vl — cos 2 t (4 cos 2 1 — l) =4 cos 3 í + a/ 1 — cos 2 t. 

Lấy X = cos t ta được bài toán sau 

Bài toán 44. Giải phương trình 

2x + (4x 2 — l)Vl — a; 2 = 4x 3 + \/l — X 2 . 


Hướng dẫn. Từ điều kiện |x| > 1, ta đặt X — cos t, t G [0; 7r]. Thay vào phương trình 
đã cho ta được 


2 cos í + (4 cos 2 1 — l) a/ 1 — cos 2 í = 4 cos 3 í + a/ 1 — cos 2 1 
<^>2 cos í + (4 cos 2 1 — l) sin t = 4 cos 3 1 + sin t 
sin t (4 cos 2 1 — 2) =4 cos 3 í — 2 cos í 
sin t (2 cos 2 1 — l) = cos t (2 cos 2 í — l) 


(2 cos 2 1 — l) (sin í — cos t) — 0 <^> 

7Ĩ kĩT 
t = T + “7T 




7T , 

2t = 7 - + /cư 

2 44 - 

tan t = 1 


ề 

t = -7 + kn 

4 


cos 2t — 0 
sin í = cos t 


7Ĩ kĩĩ 

^ t= 4 + T' 
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1.1.9 Sử dụng căn bậc n của số phức để sáng tạo và giải hệ phương trình. 

Cho số phức z — r (cos 99 + 7 sin 9 ?) , r > 0. Khi đó các căn bậc n của z là 

/ 99 + 2Ẵưr . . 99 + 2Ẵưr\ , „ _ ^ 

Zk — \/r ( cos r -h 7 sin — — ) , k — 0,1, 2, ..., n — 1. 

\ n n J 

• Các căn bậc hai của số phức z = r (cos 99 + 7 sin 9 ?), r > 0 là 


z 0 — V' r (^cos 2 + * s 11 2 / ’ Zl = \ COS 2 + * sin 2 / ■ 

Các căn bậc ba của số phức z — r (cos 9 ? + 7 sin 9 ?), r > 0 là 

z 0 = \Jr Ị^cos J + 7 sin -C) , 


z 1 = yr cos 


99 + 2ĩt 


+ 7 sin 


3 /- / _ + + 47T 
Z 2 — v r cos ——-1- 7 sin 


99 + 27r 
3 

99 + 47 T 

3 ■ ■ ™ 3 

Một phương trình nghiệm phức f(z) = 0, với z = X + 77 /, ta biến đổi thành 

h(x,v) + ig(x,v) = 


Nghĩa là một phương trình nghiệm phức, bằng cách tách phần thực và phần ảo luôn 
có thể đưa về hệ phương trình. 

1. Sáng tác các hệ phương trình bằng cách luỹ thừa ba một số phức cho 
trước. 

Để tìm căn bậc ba của số phức 1 + 7, ta tìm số phức z = X + 77 /, X G R, y G R sao cho 
(x + iy) 3 = 1 + 7 +> X 3 + 3 x 2 yi + 3 xy 2 i 2 + y 3 i 3 — 1 + 7 

ox 3 - 3 xy 2 + (3 x 2 y - y 3 )i = 1 + 7 & I ^3 J 

Giải hệ này ta tìm được X và y, từ đó có z. Tuy nhiên, có thể tìm z bằng cách khai 
căn bậc ba của 1+7 như sau : Ta có 

1 + 7 = \pĩ (cos — + 7 sin — ) . 

V 4 4/ 


Vậy các căn bậc ba của 1 + 7 là 

zo = \A/2 (cos ^ + 7 sin = ^2 (cos ^ + 7 sin , 
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z 1 = 

Z‘2 = 



+ i sin 


+ i sin 


¥) 


6/- / 3tt , . . 3vr\ 

= V 2 cos —- + ỉ sin —- , 

V 4 4 ) 

_ 6^/17^-^. .17^-\ 

= ^ V 12 + * s n 12/ 


Từ đây, ngược lại ta đã tìm được nghiệm của hệ ị £ x 2 y _ Ị là 


Ị X — cos Ị X — \/2 cos j X — ự2 cos 

Ị z/ — v^2sin — ’ ịy=^2sin^ ’ ịỉ/=v^sin^. 

7T\ 1 y/g \ 

Ví dụ 37. Vét số p/iức z = 5 ( cos + i sin -- Ị = 5 2- + -2-i Ị. Giả sử X + yi 

V 3 3 / 2 2 / 

p/iức thoả mãn điều kiện 

/ . q 1 V 3 . \ q 9 . 9.9 q o 5 5 3 . 

(x + yi) 3 = 5 ^ + -2-ĩ Ị X 3 + 3x yi + 3 xy i + y 3 i 3 — -4 - -—1 

z z / z z 

« 2z 3 - 6V + (6x 2 ị, - 2y 3 )i = 5 + 5 Vãi « I g ^2 “_ 6 ^3 ĩ 5^3 


Ta được bài toán sau 


Bài toán 45. G/ải hệ nhương trình < ^9 -i t /7T 

[ 6ary - 2y á = 5v3 


( 1 ) 

( 2 ). 


Giải. 

Nhân hai vế của (2) với i rồi cộng với (1) ta được 

2x 3 — 6 xy 2 + (6 x 2 y — 2 y 3 )i = 5 + 

q 9 / 9 q. . 5 5\/3 . 

<(=>x — 3xy + (3x y — y )i — - 4 - —i 

4$x 3 + 3 x 2 yi + 3 xy 2 i 2 + y 3 i 3 = ^ ^ 

+ yỉ) =5 - + -ịi 

Vậy X + yi là một căn bậc ba của số phức 

r 1 , a/3 \ / 7T . . 7T\ 

z = 5 - + ị =5 cos — + ị sin — . 

2 2/ V 3 3/ 



/Ồ số 
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Mà 2 có các căn bậc ba là 
z 0 = Vh (cos ^ 


.7 r' 

+ * sin - , , 


Zi — Vh 
z 2 = Vh 


+ 27T 


cos ■ 


+ 7 sin — 


+ 27T 


cos 


f + 4vr 1 f 

+ 7 sin — 


3 

+ 47Ĩ 


3 3 

Vậy các nghiệm của hệ phương trình là 


7r 


X — Vh cos 

3/r ■ ^ 

y = V 5 sin — 


= v^5 
= v^5 


_ 3/r 77T 

X = V 5 cos — 

_9 

_ 3/r • 7 tT ’ 

y = V 5 sin — 


7n . 7ĩĩ 
cos — + 7 sin — 
9 9 


13tt , . . 13vr 
cos ——Ị- 7 sin ——- 


X 


= Vh 


13tt 


cos ■ 


y — -^5 sin 


llvr 


2 . Sáng tác các hệ phương trình từ hai số phức cho trước. 

Ví dụ 38. Xét hai số phức z 1 và Z 2 như sau 

ị Zi — 7 — Vhi í Z! + z 2 — 7 

\ z 2 — Vhi \ Z\Z 2 — 7\fhi + 5 

Vậy Z\ và z 2 là nghiệm của phương trình 


z 2 - 7z + 5 + 7 Vòi = 0 4 » 2 - 7 + 5 — 7 v/ĩi = 0 

2 

5 , 7 v ^>7 „ 02 7\fhiz 

44 2 + - + —í— = 7 44 2 + -= + _ = 7 

2 2 22 22 


Giả sử z = X + yi với 1 , 1 /gK. Khi đó phương trình trên viết lại 

„ . nẫ . . h(x-yi) 7Vh(xi + y) 

X + yi+ — : 0 H - V - 77“ = 7 


x z + ý 1 


x z + ý z 


hx + 7Vhy , 7\[hx - hy 
44a; + 7/7 H-—— -1--- —1 = 7 


44a; + 


X 2 + y 2 

hx + 7 Vhy 


X + 


X 2 + y 2 

hx + 7 Vhy 


-7 + Ỉ/ + 


X 2 + y 2 

7\fhx — hy 


X 2 + ỳ 2 


4» 


X 2 + 7/ 2 

7V5x -hy 

y H 2 I „,2 — 0 - 

X z + 7/ z 


7 = 0 


7 = 0 


Ta có bài toán sau 
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Bài toán 46. Giải hệ phương trình 


X + 

y + 


5x + ĩVhy 
x 2 + y 2 
7\fhx — 5 y 

X 2 + y 2 


= 7 
= 0. 


Hướng dẫn. Từ cách xây dựng hệ phương trình ta thấy ngay hệ có hai nghiệm là 

í X — 7 , í 1 = 0 

1 y = -y/5 và t y = VE. 


Bài toán 47. Giải hệ phương trình 


X + 

y - 


3x 


y 


X 2 + y 


X 


+ ỉy 


X 2 + y 2 


= 3 
= 0. 


Giải. Điều kiện X 2 + y 2 0. Xét số phức z = X + iy. Khi đó 


iz — ix — y, X 2 + y 2 = \z\ — z.z 
Hệ phương trình đã cho viết lại 

3x — y 


X + 


yi 


X 2 + y 2 
X + 3y . 

X 2 + y‘‘ 


= 3 (1) 


i = 0. (2) 


Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 


Hay 


. . 3a; - y X + 3y 3{x + yi) y - xi 

x-yi+ ~ 2 - 2 + " - J = 3 ox-yi+ — - a = 3. 
x z + y X + y X + y X + y 

z + 3-^ T —-4: = 3-v^^ + 3 = + = = 3-v^ ự) 2 — 3z + 3 + i — 0. 

z.z z.z z z 


Ta có A = 9 — 4(3 + i) = — 3 — 41 Xét số phức a + bi thoả mãn điều kiện 


-3 — 4 i = (a + bi) 2 -vv- 


b 2 = -3 


- b 2 = -3 


2 ab = -4 




b — 


Khi đó 


ì 2 - — — —3 4=>- ơ 4 + 3a 2 — 4 = 0-v^o 2 = l-v^a = ±1. 


Vậy (a;b) — (1; — 2); (a;b) = (—1; 2). Do đó A — —3 — 4 i có hai căn bậc hai là 
± (1 — 2 i). Suy ra 

g= 3 + (l-«) =a _. 

Ĩ= 3 ~ ( „ 2ĩ) =l + i. 
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Nghĩa là 


X — yi = 2 — i 
X — yi = 1 + i 




Vậy hệ PT đã cho có hai nghiệm là 
Ví dụ 39. Xét hai số phức 


X = 2 
y = l 


(x;y) = (2; 1) 

(x-, y) = (1; -1). 

X — 1 

y = - 1 . 


và 


í Zị = \Í2 - i Ị 

1 z 2 = 2^/2 +2i \ 


Zi z 2 — 3v/2 + i 

Z\Z 2 — 6. 


Khi đó z 1 và z 2 là hai nghiệm của phương trình 

6 


z 2 — ( 3 V 2 + ỉ N )z + 6 = 0-v^;ìH — = 3 V 2 + i ^ z -\— 3 

V / z z.z 

Giả sử z — u + vi, khi đó phương trình viết lại 


. , 6 (u — vi) _ . 

u + vi + -V-— ụ- = 3V2 + i 


u 2 + V 2 


+ 


6 u 


u 2 + V 2 
6 u 


+ V 


6v 


u 2 + V 2 , 


u 




„ 2^,2 = 3^ 

tr ^ 


6t’ 


u 2 + n 2 

Lấí/ u — y/x, V — yjỹ, ta được 


= 1 


= 3 V 2 + 

u ^1 + 

V (1 — 


6 


u 2 + V 2 
6 

u 2 + V 2 J 


3 

Vỹ\ l 


1 + 


6 


X + y 
6 1 

X + y 


Ta có bài toán sau 


Bài toán 48. Giải hệ phương trình 


3 

Vỹị 1 


1 + 


= V 2 
= 1. 

6 

X + y 
6 1 

X + y 


= V2 

= 1. 


Bài toán 49 (HSG quốc gia-1996). Giải hệ phương trình 


\/3x Ị1 + 

ựĩỹ(i 


x + y / 

1 

x + y. 


= 2 

= 4Ự2. 


— 3 V 2 + i. 


3V2 

1. 
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Giải. Điều kiện X > 0 và . y > 0. Đặt u — ựx, V — ựỹ. Hệ phương trình trở thành 

I “ (* + íth ~ ầ 


Vì ú 2 + V 2 là bình phương của môđun của số phức z — u + iv nên ta biến đổi hệ phương 
trình thành 


u + 


V — 


u 2 

u 2 + V 2 ựặ_ 

V _ 4V2 
u 2 + V 2 y/ĩ 


u + 


u 


u 2 + V 2 y/s 
iv 4y/2i 

iv - .,2 = aT 

u + V v7 


Cộng (1) và (2) theo vế ta được 


u + iv + 


u — iv 2 | 4\/2i 

u 2 + V 2 = + y/7 ' 


Vì 


u — iv 
u 2 + V 2 


z 1 

—3 = — nên (3) viết lại 

z.z z 


(1) 

( 2 ) 


1 2 Aự2i , „ o 1 2 V 2 Ạ , n 

z + - = -= + —^ z 2 -2 -= + —JƯL 2 + 1 = 0. 

z sfz V3 V7 / 


(3) 


(4) 


Ta có 

A/ 1 2y/2ỉ \ 2 „ 18, 4\/2i „ 38 , 4^2i 

Vã y/7 ) 3 7 V2Ĩ 21 V2Ĩ 

Xét số phức a + bi thoả mãn điều kiện 


38 4V2 i 

2Ĩ + V2Ĩ 


= (o + bi) 2 -v4> 


2 ab — 


b 2 = - 

4V2 

Ự2Ĩ 


38 

21 


ữ ,2 _ JL = 38 ^ 21a 4 + 38a 2 _ 8 = 0 ^ a 2 = 19 + 23 

2la 2 21 21 

Vậy (a; b) = ^L; V^Ị; (a; 6) = -y/ỉj ■ Do đó 

z = u + iv = {v3 ± ^ĩ) + llỉ^y 


4 

21 ' 
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Vì u > 0 vầ V > 0 nên 


12 

“ ■ 7i + n 

2 V 2 , “ Do đó 

v -ựỉ + ^ 


( / 1 2 Y 11 4 

x ~ l71 + 72ĩJ 2 “ 2Ĩ + ãự7 

ư = VF + ^J -7 + W 

Hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 

{ 11 , 4 

x ~ 21 + Ụf 
22 , 8 

y ~- + V7' 

Bài toán 50 (HSG Quốc gia năm học 2006-2007). Giải hệ phương trình 


1- 12 N 

1 v^ = 2 

y + 3x í 

( v 

12 s 


y + 3x ) 

Ị v^ = 6 ' 


Giải. Điều kiện X > 0, y > 0, y + 3x Ỷ 0- Đặt u — y/ĩx > 0, V = ựỹ > 0. Thay và< 
hệ ta được 


u 2 + V 2 y/3 
12 \ 

1 + ,,2 _ r „, 2 ) v = 6 

u z + v z Ị 


12 u r- . 

= 1 

u 2 + V 2 

12 v „ . 

V + 2 2 = 6 . 2 

7T + ir 


Nhân PT (2) với i, sau đó cộng với PT (1) ta được 

12 (u — vi) „ /- 

u + vi -— — = 2V3 + 6 ỉ. 

u z + v z 

Xét số phức z = u + ưi, với u > 0, V > 0. Khi đó (3) viết lại 

12 z 12 _ 

z ^ = 2\pĩ + 6i o z — — = 2(V3 + 3 i) 

z.z z 


Ta có 


4» 2 2 - 2(v / 3 + 3i)z - 12 = 0. 
A' = (V3 + 3 i) 2 + 12 = -6 + 6Vsì + 12 = 6 + 
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2 2 

Vậy A' có hai căn bậc hai là 


„ 1 V3 ,\ ~ n ( 7T 7T 

= 12 2- + —A-ỉ I = 12 ( cos — + ỉ sin — 

3 3 


±VŨ ( cos — + i sin 


6 


) = =fcVũ^ + ỉi)=±(3 + vã) 


Từ (4) ta có 


z — \ỉ?ì + 3i + 3 + y/3i — V3 + 3 + (3 + \/3) ỉ 
L z + 3i - 3 - Vsi = V3 - 3 + (3 - y/i) i. 


Do u > 0 và . V > 0 nên 


u = ự3 + 3 
V — \/3 + 3 


x= M±lì! Ị X = 4 + 2V3 
V=(VSỈ3) J *t» = 3(4 + 2VS). 


Hệ đã cho có nghiệm duy nhất 


X = 4 + 2^ 

y = 3 (4 + 2v^3) . 


1.1.10 Sử dụng bất đẳng thức lượng giác trong tam giác để sáng tạo ra 
các phương trình lượng giác hai ấn và xây dựng thuật giải. 


Trong đề thi vào Đại học Nông nghiệp 1, năm 1995 có bài toán sau 
Bài toán 51. Giải phương trình 

9 

sin 2 X + sin 2 y + sin 2 (a: + ỳ) — -ị. (1) 


Phương trình này khiến ta liên tưởng đến một bất đẳng thức cơ bản trong tam giác : 
Với mọi tam giác ABC ta có 


sin 2 Ả + sin 2 B + sin 2 c < 


9 

4’ 


( 2 ) 


dấn bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — 


7T 

3' 


Trong vế trái của bất đẳng thức (2), lấy A = X, B = y, c = 7T — (x + y), ta thu được 
vế trái của phương trình (1). Lời giải của phương trình (1) cũng thu được dựa trên cơ 
sở phép chứng minh bất đẳng thức lượng giác (2). 

Giải. Ta có 




cos 2x + cos 2y . 9 . . 9 

-=2__-+ sin 2 (x + y) = ^ 
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9 

-v4> 1 — cos(x + y ) cos(x — y) + 1 — cos 2 (x + y) = -7 


-v4> cos 2 (x + y) + cos(a; — y) cos(x + y) + 7 = 0. 


(3) 


Phương trình (3) là phương trình bậc hai đối với cos(x + y), ta có 

A = cos 2 (x — ỳ) — 1 > 0. 

Vì cos 2 (x — ỳ) < 1 nên để phương trình có nghiệm thì cos 2 (x — ỳ) — 1. Do đó 
cos(x — ỳ) = 1 


. . cosíx — ỳ) 

cos(x + y) = -- 

cos(x — y) = — 1 

, , cosíx — y) 

cos(x + y) = - 


1 

2 




1 

2 


Ta có 


(4)« 


(5)» 


X — y — k2n 
2 vr 

X + y = — + /27T 
o 

X — y — k2ĩĩ 
2 vr 

X + y = —— + /27T 

3 

7T 

X — y = — — + ẫ:27ĩ 

7T 

X + y — — + l 2 tĩ 

3 Tỉ 

X — y — —— + k 2n 
# 

X + y = —— + /27T 
o 




«=>• 


X — y — k2n 
. 27T 

X + y = ± A- + /27T 

X — y = —— + k27ĩ 
# 

X + y = ±A + I2n. 
3 


£ = — + /C7T + In 
y = — + lĩĩ — kiT 

3 7T _ _ 

X = —— + /C7T + Lĩĩ 

y = —— T Í7T — kn. 
ố 

X — — — + kĩT + Ỉ7Ĩ 

57T 12 

y = + Ỉ7T - kiĩ 

Ỏ7T 

X — —— + /C7T + Í7Ĩ 
7T ^ ^ 

y = -^ + lĩĩ - kn. 


Cách khác (tiếp nối từ (3)). Ta có 


n 2 


( 3 )^ 


cos(x + y) + ^ cos(x — y) 


+ - sin 2 (x — ?/) = 0 






cos(x + 7/) + ^ cos(x — 2/) = 0 
sin(x — ỳ) = 0 

cos(x + y) + — cos(x — y) = 0 
cos(x — y) — ±1 


(4) 

(5) 
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cos(x — y) — 1 
cos (x + y) = -ị 
cos(x — ỳ) — — 1 
cos (x + y) = 


Theo trên ta suy ra một hướng để sáng tác một loạt các phương trình lượng giác hai 
ẩn khá thú vị là : Từ một bất đẳng thức cơ bản trong tam giác, trong bất đẳng thức đó 
chứa các góc A, B, C' của một tam giác, ta lần lượt lấy 


A = f(x, y), B — g(x, y),c = 7T - [f(x, y) + g(x, y)], 

và thay dấu bất đẳng thức bởi dấu đẳng thức, ta sẽ được một phương trình lượng giác 
hai ẩn X và y tương ứng. Còn việc giải phương trình thì thường được tiến hành tương 
tự như hai cách giải đã trình bày ở trên. Chú ý rằng cách làm như trên không phải lúc 
nào cũng thành công, có thể ta xây dựng được những phương trình lượng giác hai ẩn 
nhưng ta lại không giải được những phương trình mà ta vừa xây dựng nên. Tuy nhiên 
đây là một phương pháp sáng tác bài toán rất đáng quan tâm, nó cho ta nhiều phương 
trình thú vị cả đề bài lẫn lời giải. 

Ví dụ 40. Xét bất đẳng thức 

3 

cos A + cos B + cos c < VA ABC, 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — Lấy A = X, B = y, c = 7T — (x + y), 
ta được bài toán sau 


Bài toán 52. Giải phương trình 


cosx + cos y — cos(x + y) — 


Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 

_2 x + y 


+ y - y 

2 cos cos —— 


2 cos 


.. 'H 

9 X + y „ X + y X — y 1 

cos 2 2 cos ——— cos ——— + ^ = 0 

2 2 2 2 

ọ X + y X + y X — y 1 

cos 2 ——— — cos ——— cos —— 4 _ 0 

2 2 2 4 

^ _ x + y 1 _ x - y \ 2 , 1 -2 x - y _ n 

2 2 2 / 4 2 
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X + y 1 X — y 

cos ——— = - cos ——— 
_ 2 .. 2 2 
. X — y 
sin - = 0 


«=>• 


X + y 1 X — y 

cos ——— = - cos ——— 

_ 2 .. 2 2 

y - li 

cos-—— = ±1 


«=>• 


_ x “ y _ 1 

cos-—— = 1 


1 

2 


cos 


2 

X + y 


2 _ 

^ x y - 1 

cos = — 1 


cos 


2 

X + y 


1 

2 ' 


Ví dụ 41. ơữny xét bất đẳng thức 


cos rì + cos 1? + cos c < VA ABC', 


7T 


dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — Lấy 


A _ „ y u - ^y n - ^ 

A = X — 77, Ì5 = -4-, c — 7T 
2 ’ 2 ’ 


_ , 3y 

X — „ 

2 / 2 


= 7T - (x + y), 


ta được bài toán sau 

Bài toán 53. Giải phương trình 


cos 


(z - I) + cos y - cos(x + y) = |. 


Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 


X + y X — 2 y / 9 X + y \ 3 

2 cos ——— cos ——-( 2 cos 2 ———— 1 ) = ^ 

2 2 V 2 J 2 

9 X + y n X + y X — 2y 1 
02 cos 2 ' — 2 cos —4— cos - + „ = 0 

2 2 2 2 

9 X + y X + y X — 2y 1 

cos 2 ———— cos ——— cos ——— + 2- = 0 

2 2 2 4 

f^ x + y 1 ^ — 22 /^ 2 1 2 x-2y 

V 2 2 2 / 4 2 


«=>• 


X + y 1 X — 2y 

cos ——— = - cos ——— 

'22 2 
. X - 2y 

sin —-—— = (J 




X + y 1 X — 2y 

cos ——— = - cos ——— 
'22 2 
_ x - 2y _ 
cos--- = ±1 
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X — 2y 

cos —-— = 1 
4» * 2 


cos 


X + y 


hoặc 


X — 2y 

cos ——— = —1 


cos 


2 

X + y 


1 

2 ' 


Ví dụ 42. Xét bất đẳng thức 

Á B c 3 

sin — + sin — + sin — < VA ABC, 

2 2 2 2 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B = c = —. Lấy A — 2x, B — 2 y, c — TT—(2x+2y), 
ta được bài toán sau 

Bài toán 54. Giải phương trình 

, , s 3 

sin X + sin y + cos(x + y) — 


Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 

o . x + y^ x ~y , 1 0-2 x + y 

2 sin —-— cos ——— + 1 — 2 sin —-— 


_ 3 
~~ 2 

. ọX + y n . x + y x — y , 1 

<^2 sin 2 —A-2 sin ——— cos - + 2- = 0 

2 2 2 2 


44- sin 


. 0 x + y . X + 1 / X — y 1 

1 n z --—— — cin --—— rns-- -I- 


Sin —-— cos ■ ^ 
2 2 


+ 4=° 


( . X + y 1 X — y 
44 sin — — - cos ——— 

V 2 2 2 

. X + y 1 X — y 

sin ——— = - cos ——— 
2 2 2 


1 . 9 X — y 
+ 4 sin 2 —-A = 0 
4 2 


44 


44 


. X + y 1 X — y 

sin ——— = - cos ——— 
2 2 2 


. X — y 
sin - = 0 



Ví dụ 43. Xét bất đẳng thức 

cos 2 Y + cos 2 ^ + cos 2 Y VA ABC, 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A — B — c — Lấy A — 2x, B = 2 y, c — n—(2x+2y), 
ta được bài toán sau 
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Bài toán 55. Giải phương trình 


cos 2 X + cos 2 y + sin 2 ( 2 ; + y) — 


Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 

cos 2x + cos 2y ọ, , 9 

1 +- =^2 -— + sin 2 (x + y) = j 

44-1 + cos(a; + y) cos(x — y) + 1 — cos 2 (x + y) — 


9 


<=>• cos 2 (x + y) — cos(x — y) cos(x + ỳ) + -Ị = 0 




cos(x + y) — 2 cos ( x — y) 


+ ^ sin 2 ( 2 : — y) — 0 


^ ^ cos(x + y) - ị cos(x - y) = 0 
sin ( 2 : — ỳ) = 0 


^ ^ cos(a; + y) = ị cos(x - ý) = 0 ^ 


cos(x — y) — ±1 


cos(x — y) = 1 
cos( 2 ; + y) = ^ 
cos(a; — y) — — 1 
cos( 2 z + y) = -ị. 


Ví dụ 44. Quan sát các biến đổi trên ta thấy có thê xây dựng nên một số phương trình 
có lời giải tương tự. Chẳng hạn bài toán sau 

Bài toán 56. Giải phương trình 

cos 2 X + cos 2 y + cos 2 (x — y) — — 

Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 

cos 2x + cos 2 y 0, . 3 

1 +--- + cos 2 ( 2 ; -y) = 1 ị 

-v^l + cos( 2 ; + y) cos(x — y) + cos 2 (x — y) = 7 


-v^ cos 2 (x + y) + cos(a; — y) cos(x + y) + -Ị = 0 




cos( 2 : + y) + ^ cos( 2 ) — ỳ) 


+ -Ị sin 2 ( 2 : — y) — 0 
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^ ^ cos(x + y) + ị cos(x -y) = 0 


Sllll X 


(x-y) = 0 


^ cos(x + ỉ/) =-^cos(ar-ỉ/) ^ 
cos(x — ỳ) = ±1 


cos(x — y) — 1 
cos (x + y) = ~ 
cos(x — ỳ) = —1 
cos (x + y) = ị. 


Ví dụ 45. Xét bất đẳng thức 


A B c ì 

sin sin — sin — < 77 , VA ABC, 
2 2 2 8 ’ 


x _ 7 ỵ , 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B = c = —. Lấy A — 2x, B — 2 y, c = 7T- 

ta được bài toán sau 

Bài toán 57. Giải phương trình 

sin X. sin y. cos(x + y) — 

8 

Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 

4cos(x + y) [cos(x — y) — cos(x + y)} = 1 

4=^4 cos 2 (x + ỳ) — 4 cos(x + y) cos(x — y) + 1 = 0 

4=> [2cos(x + ỳ) — cos(x — y)Ỷ + sin 2 (x — ỳ) = 0 

^ 2 cos(x + y) — cos(x — ỳ) ^ ị 2 cos(x + y) — cos(x — ỳ) 

sin(x — ỳ) = 0 ỵ cos(x — y) = ± 1 

cos(x — y) — 1 ( cos(x — y) = — 1 

4»< . . 1 hoặc < . . 1 

cos [x + y) = - ị cos(x+ y) = 


Ví dụ 46. Cũng xét bất đẳng thức 


Á B c 1 

sin 42 sin — sin — < 77, VA ABC, 

2 2 2 8 ’ 

7T 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B = c = —. Lấy 

A = 2x - y, B = 3y, c = 7T - [(2x - ỉ/) + 3y] = 7T - 2(x + ỉ/), 
ta được bài toán sau 


(2x+2 y), 
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Bài toán 58. 


. y — 2x . 3y 1 

sin -——— sin -4- cos(x + y) — — — . 
2 2 y y 8 


Giải. Phương trình tương đương 

4 [cos(a; + ỳ) — cos(2 y — x)] cos(x + y) — — 1 

•v^4cos 2 (x + y) — 4cos(a; + y) cos(2 y — x) + 1 = 0 

[2cos(a; + y) — cos(2 y — x)] 2 + sin 2 (2 y — x) = 0 

2 cos(a; + y) — cos(2 y — x) J 2 cos(a; + ỳ) 
^ sin(2 y — x) = 0 ^ \ cos (2 y — x) ■- 

cos(2 y — x) — 1 ị cos(2 y — x) = — 1 

{ 1 hoặc < . . 1 

cos (x + y) = - ' y C 08 (x + y) = 


Ví dụ 47. Xét bất đẳng thức 

cosAcosBcosC < -,VA ABC, 
8 

^ _ qỵ 

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B = c = —. Lấy 

A = X, B = y, c = lĩ — {x + y), 

ta được bài toán sau 

Bài toán 59. Giải phương trình 

cosx. cos y. cos(x + y) — — — . 


Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 

4cos(a; + ỳ) [cos(x + y) + cos(a; — y)] — —1 

<o4 cos 2 (x + y) + 4 cos(a; + ỳ) cos(x — 2/) 4-1 = 0 

<í=> [2cos(a: + y) + cos(a: — y)] 2 + sin 2 (x — y) — 0 

^ 2 cos(a; + ỳ) = — cos(x — ỳ) ^ ị 2cos (x + y) 

sin(x — y) = 0 ỵ cos(x — y) — 

cos(x — y) = — 1 ị cos(x — ỳ) — 1 

< / \ 1 hoặc < , , 1 


cos(x + ỳ) — 


cos(x + y) — 


— cos(2 y — x) 
= ±1 


= — cos(x — ỳ) 

±1 
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Ví dụ 48. Xét bất đẳng thức 


cos Ả + cos B + cos c < VA ABC, 


dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B = c = —. Lấy 

A = X, B = y, c = TT — (x + y), 


ta được phương trình 


Lấy 


cos X + cos y — cos(x + y ) 


3 

2 ' 


A = 2x — y, B = 2y — X, c = 7T — [(2x — y) + (2 y — a;)] = 7T — (x + y) 


ta được phương trình 

3 

cos(2x — y) + cos(2 y — x) — cos(x + y) — tL. 

Cộng (1) và (2) ta được bài toán sau 
Bài toán 60. Giải phương trình 

cosa: + cos y + cos(2a; — y) + cos(2 y — x) = 3 + 2cos(a; + y). 


( 1 ) 


( 2 ) 


Hướng dẫn. Phương trình đã cho tương đương 

[cos X + cos(2 y — x)] + [cos y + cos(2a; — y)} = 3 + 2 cos(a; + ỳ) 
•v^>2 cos y cos(x — y) + 2 cos X cos(x — ỳ) = 3 + 2 cos(a: + y) 

-v+2 cos(a: — ỳ) (cos X + cos y) — 3 + 2 cos(a: + y) 

x+y x—y „ , 9 X + y 

4^4 cos(a: — y) cos ——— cos —-— = 3 + 4 cos ——— 2 


X + y 


444 cos 2 i - — 4 cos(x — y ) cos _ cos ——— + 1 = 0 


44 


2 cos 


2 

X + y 


X + y X — y 
— cos — 


cos(x — ỳ) cos 


x-y 


+ 1 — cos 2 (x — ỳ) cos 2 —^ = 0. (1) 


ọ X — y 

Vì 1 — cos 2 (x — y) cos 2 ——— > 0 


nen 


X + y X — y 

2cos ——-coslx — y) cos ——— = 0 

Í1Ì44<! 2 2 

ọ X — y 

1 — cos \ X — y) cos —-— = 0 
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4» 


44 


44 


X + y X — y 

2 cos —--cos(x — y) cos —= 0 

O/ . 1 + cos (x — y) 

1 - cos 2 (x - y) --— = 0 

X + y X — y 

2 cos —-- cos(x — y) cos —-— = 0 

cos 2 (x — ỳ) + cos 3 (x — ỳ) = 2 

cos(x — y) — 1 

o ' X+y_ n x-y 
2 cos —-— = cos —-— 


( 2 ) 


Vì cos(x — ỳ) = 1 44 2 cos 2 - - — 1 = 1 44 cos 2 — - = 1 
v 2 2 


= I nen 


cos(x — y) = 1 

(2) 4» <Ị 0 'x + y _ , , «4 
1 2cos—-— = ±1 


4» 


cos(x — 2 /) = 1 
1 + cos(x + y) — 


1 4 » 


cos(x — y) — 1 

X + ý 1 4» 

cos ——— = ±- 
2 2 

cos(x — ỳ) — 1 
cos(x + 2 /) = -7-. 



1.1.11 Sử dụng hàm ngược để sáng tác một số phương trình, hệ phương 
trình. 

Giả sử hàm số y = f(x) có hàm số ngược là y — g(x). Nến vẽ đồ thị của hai hàm số 
trên cùng một hệ trục toạ độ Đề-các vuông góc thì hai đồ thị ấy đối xứng nhau qua 
đường phân giác thứ nhất. Do đó nến hàm số y = f(x) có hàm số ngược là y — g(x) thì 
việc giải phương trình f{x) — g(x) quy về giải phương trình f(x) — X (hoặc g(x) — x). 
Tóm lại, trong một số trường hợp ta sử dụng mệnh đề sau 

Mệnh đề. Cho y = f(x) là hàm đồng biến (hoặc nghịch biến), có hàm ngược y = 
/ -1 (x). Ta có phép biến đổi sau 

f(x) — / _1 (x) 4» I n n , (1) 

J w w ( lẽD/íl Dị- 1 v ' 

hoặc 

f(x) = f-\x) 44 ị . (2) 

J v ' J v ’ \ X e D f n Dị- 1 v ' 

Như vậy việc giải PT f(x) = / _1 (x) ta thay thế được bởi các hệ phương trình tương 
đương (1) hoặc (2). 


56 




Nguyễn Tài Chung-Giáo Viên THPT Chuyên Hùng Vương-Gia Lai. 


CHƯƠNG 1. 


Ví dụ 49. Xét hàm số y = f(x) = 2x 2 + 4x — 1 trên (—1; +oo). Hàm số ngược của 


f(x) lày = 


X + 3 


— 1 xác định trên (—3; +oo). Khi đó 


„ 9 . „ X + 3 _ 9 /x + 3 

2x 2 + 4x — 1 = \ / —7- -1 44 2x 2 + ẩx = 


2 V 2 

Ta có bài toán sau 

Bài toán 61 (Đề nghị OLYMPIC 30/04/2007). Giải phương trình 


2x 2 + 4x = 

Giải. Điều kiện X > — 1 (giả thiết). 
Cách 1. Xét hàm số 


X + 3 


, với X > —1. 


I 2 

y= \l — o -l,Va:e [—1; +oo). 


Khi đó 


. 1 _ _ X + 3 
Ỉ/+ 1 = \Ị— — 44 


ỉ/>-l 

y 2 + 2y + 1 = 


a; + 3 4» 


y > -1 

X = 2 y 2 + Ay — 1. 


X + 3 


Suy ra hàm số y = 2x 2 + 4x — 1 là hàm số ngược của hàm số y = 2 

[—1; +oo). Mặt khác hàm số y = 2x 2 + 4x — 1 đồng biến trên [—1; +oo) nên 

—3 + a/Ĩ7 
4 

-3 — vTr 


— 1 trên 


2x 2 + 4x — 1 = \ / —7- -1 44 2x 2 + ẩx — 1 = X 44 


x — 


x — 


_3 -ị- VĨ7 

Kết hợp với điều kiện suy ra X = ---là nghiệm duy nhất của PT đã cho. 


/ X ~ I - 3 

Cách 2. Đặt y + 1 = \ —-—, điều kiện y > 1. Ta có hệ 


(y + 1) 2 = 


X + 3 


2x 2 +ẩx = y + l ** X 2x2 + 4x - y + L ( 2 ) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 

2(y 2 — X 2 ) + 4 (y — x) = X — y 44 2{y — x)(y + x) + 3(y — x) = 0 


2ĩ/ 2 + 4y = a: + 1 (1) 
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y — X = 0 




y = x 

y = 


-3-2x 


2 (y + x) + 3 = 0 
Khi y = X, thay vào (2) ta được 

2x 2 + 4x = X + 1 <=>■ 2x 2 + 3x — 1 = 0 o 

3 + 2x 


X — 


-3 + VĨ7 


_3_Vĩ7 

X = --- (loại). 


• Khi y — 


thay vào (2) ta được 


4ar + lữx + 1 = 0 


-5 - y/n 

X — -;- (loại) 


X — 


4 

-5 + Ự2Ĩ 


„ _ -5 + V2Ĩ 

Với X — --- ta có 


y = 


3 + 2x 


1+V2Ĩ 


< — 1 (không thoả mãn y > — 1) 


_3 -ị- \ZĨ7 

Kết hợp với điều kiện suy rai =---là nghiệm duy nhất của PT đã cho. 


/ cc 3 Ị cc 3 

Lưu ý. Cách đặt y + 1 — \Ị — ^— được tìm như sau : Ta đặt ay + b = \l —^— (với a 


và b sẽ tìm sau). Khi đó có hệ 

ay 2 + 2 aby + b 2 = 
2x 2 + 4 X — ay + b 


X + 3 




2 ay 2 + 4 aby — X + 3 — 2b 2 
2x 2 + 4 X = ay + b 


Ta Cần chọn a và b sao cho hệ trên là hệ đối xứng loại hai, muốn vậy thì 

2a _ 4aò _ 1 _ 3 - 2b 2 _ Ị a = 1 
2 - ị - a - b 6 = 1. 


Do đó ta đặt y + 1 — 


X + 3 


Ví dụ 50. Xét hàm số y — f(x) — X 2 — 3x trên 

9 


3 + a/9 + 4x , 

y — --- xác đinh trên 


3 + \/9 + 4x 2 

-_-= X 


3 \ 

+CX) j . i/ồm số ngược của f(x) là 


; +CX) . iV/ú đó 


3x a/ 9 + 4x = 2x 2 — 6x — 3. 
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Ta có bài toán sau 

Bài toán 62. Giải phương trình y/9 + 4x — 2x 2 — 6x — 3. 


Giải. Điều kiện X > — -ị. Đặt 2y — 3 = \/9 + 4x, điều kiện y > Ta thu được hệ 

ị (2y - 3) 2 = 9 + 4x I 4y 2 - 12y = 4x ( 2y 2 - 6y = 2x (1) 

\ 2y - 3 = 2x 2 - 6x - 3 ^ { 2x 2 - 6x = 2y ^ ị 2x 2 - 6x = 2y (2) 

Lấy (1) trừ (2) theo vế ta được 


2{y 2 — X 2 ) — 6y + 6x = 
o(y — x) (y + X — 2) 


2x — 2 y 2 (y 2 

y = x 
y = 2 — X. 



+ 4{x — y) — 0 


• Khi y — X, thay vào (1) ta được 

2x 2 — 6x = 2x X 2 — 4x = 0 


X = 0 

X = 4. 


Khi a: = 0 thì ỉ/ = 0 (loại). Khi X — 4 thì y — 4. 
• Khi y = 2 — X, thay vào (2) ta được 


X 2 — 3x = 2 — X X 2 — 2x — 2 = ữ 


X = 1 — y /3 

X — 1 + Vã. 


Khi X — 1 + \Í3 thì y — 1 — \/3, không thoả mãn điều kiện. 

Khi X — 1 — \/3 thì thế vào phương trình thấy không thoả mãn. 

Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X — 4. 

Lrfu ý. Theo cách xây dựng bài toán trên thì phương trình đã cho tương đương với 

{ X 2 — 3x = X 

^3 X = 4 

X > - 
2 

và tương đương với 

Ị 3 + V9 + 4x = x , ^ÕT4Ĩ = 2x-3 ( 4x 2 - 16x = 0 

< q 2 -v^ < 3 -v=> < 3 <=> X = 4. 

a; > - rr > - 

{y 2 y 2 


WMềhoM r M ố y = 


3/ x + 3 là hàm số ngược của hàm số y = X 3 — 3 trên M. Do đó 
V 
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Bài toán 63. Giải phương trình \/x + 3 = X 3 — 3 

Giải. 

Tập xác định M. Đặt y — ựx + 3. Khi đó ta có hệ 

y 3 = X + 3 (1) 

X 3 = y + 3 (2) 

Lấy (2) trừ (1) theo vế ta được 

X 3 — y 3 = y — X -v^ X 3 + X = y 3 + y. 
Xét hàm số f(t) — t 3 + t. Vì f'(t ) = 3í 2 + 1 > 0, Ví G M nên 

(3) 4» f(x) = f(y ) ^x = y. 

Do đó 

a; 3 = a; + 3 4» a; 3 — X = 3 
Giả sử X — pt, thay vào (4) ta được 


p 3 t 3 — pt = 3 4» í 3 —\t — 

ínổ 


Ta Cần chọn p sao cho 
Khi đó (5) viết lại 


1 3 


p* 

4 2 


— = - p = - => p = —?=■ 

p 2 4 3 \/3 


3 3 3.3^ 3 0 , 9a/3 


m = 


Chỉ Cần chọn 


t---t = —4» 4 t à -3t = 

4 8 2 

9^/3 

Đe cho gọn, kí hiệu m = * > 1. Đặt 

- 1 a 3 H—- 1 hay a 3 — m± A Jm 2 — 1 <í=> a = \fm ± Vm 2 — ĩ. 
2 \ cr/ v 


a/ ; 7 = = a/Vã , /239 3/9V3 + V239 

+ + V 4 = v 2 ■ 


a; = 


^ . _ 1 3/973^7239 

Dê ý răng — = Y-- và 


« + -7 1 =4 

cr 


Qí + 


a 


n 3 


-3 


ữ T 


a 


(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 
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Vậy 

1 / , 1\ 1 /7/973 + 7239 , 3/973 - 7239 » 

to “H“ + a) “ỉự 2 + v 2 J 

là một nghiệm của PT (6). Ta sẽ chứng minh to là nghiệm duy nhất của PT. Ta có 
|t 0 | > 1 và 

4í 3 — 3t — 4íg — 3í 0 (í — í 0 )(4í 2 + 4í 0 í + 4íg — 3) = 0. 

Để ý rằng phương trình 4í 2 + AtũX + 4Íq — 3 = 0 vô nghiệm do 

A' = 4íg - 4(4í 2 - 3) = 12 - 12íg = 12(1 - t 2 ) < 0 (vì í 2 > 1). 

Vậy í = — ^ Ụm + \Jm 2 — T + ụm — \Jm 2 — 1^ là nghiệm duy nhất của phương trình 
(6). Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là 

1 / 3/973 + 7235 , .3/973- 72351 
""73 ự 2" ^ V 2 J • 

Bài toán 64. Cho trước số thực a. Giải phương trình (ẩn /ồ 7 

a 2011 + z= 201 7a - ^õĩĩ. 


Giải. Tập xác định M. Ta xem a như ẩn số. Khi đó ta xét hàm số y = /(a) = a 2011 + x. 
Ta có 

y — a 2011 + X a 2011 = y — X a = 201 7ỉ/ — X. 

Vậy hàm số y = 201 7ư — £ là hàm ngược của hàm y = a 2011 + X, Va G R. Mặt khác vì 

(a 2011 + xỴ = 2011 a 2010 > 0, Va e R 

nên y = a 2011 + X là hàm đồng biến trên M, do đó 

a 20ii i _ x= 2ou /a _ x2011 ^ ị « 2 ° n + * = a ^ x = a _ a 20ii 

Ị fl G M 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = a — a 2011 . 

Ví dụ 52. Hàm số y — logi X là hàm số ngược của hàm số y — 

4 

Do đó ta có bài toán sau 



trên (0; + 00 ). 
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Bài toán 65. Giải hệ phương trình 



( 1 ) 


Giải. Ta có 


( 1 )^ 


y= u 


y = logỉ X. 


y= u 


— logi X. 

4 


fl\ x 

Hàm số g(x) — logi X là hàm ngược của hàm f{x) = 1-1 , do đó đồ thị của hai hàm 

này đối xứng nhau qua đường phân giác của góc phần tư thứ nhất y — X. Bởi vậy 
(x, y) là nghiệm của (3) khi và chỉ khi X — y, nghĩa là 
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